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 Аннотация. С помощью приближенного метода Канторовича – Галеркина и 

аналитического метода замены переменных в системе функционально-разностных уравнений 

находятся приближенное и точное решения задачи о вынужденных поперечных колебаниях 

струны с движущейся границей. Решение задачи методом Канторовича – Галеркина получено 

с точностью до величин второго порядка малости относительно малого параметра, 

характеризующего медленный характер движения границы. В работе получено выражение 

для амплитуды колебаний, соответствующих n-ной динамической моде. Резонансные явления 

исследуются для наиболее распространенного на практике случая, когда внешние возмущения 

носят гармонический характер.  

Ключевые слова: струна переменной длины, движущиеся границы, вынужденные 

колебания, резонансные свойства, динамическая мода, амплитуда колебаний. 

 

 

EXACT AND APPROXIMATE SOLUTIONS THE PROBLEM OF FORCED 

OSCILLATIONS OF A STRING OF VARIABLE LENGTH 
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Abstract. With an approximate method of Kantorovich - Galerkin and analytical method for 

change of variables in the system of functional-difference equations are approximate and exact 

solutions of the problem of forced transverse vibrations of a string with a moving boundary. Solution 

of the problem by Kantorovich - Galerkin received up to the second order in the small parameter 

characterizing the slow nature of the movement of the border. We obtain the expression for the 

amplitude of the oscillations corresponding to the n-th dynamic mode. Resonance phenomena are 

investigated for the most common practice in the case when external disturbances are harmonic 

character. 

Key words: string of variable length, moving boundaries, forced oscillations, resonance 

properties, dynamic mode, the amplitude of oscillation. 

 

 

1. Постановка задачи. 

Дифференциальное уравнение, описывающее вынужденные колебания струны, имеет 

вид: 

 

          
2 2

0 0 0( , ) ( , ) cos ( ).tt xxZ x t a Z x t B W t                                  (1) 

 Граничные условия: 
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                     (0, ) 0;Z t   0( ( ), ) 0.Z l t t                                             (2) 

 

Начальные условия не оказывают влияние на резонансные свойства линейных систем, 

поэтому в данной задаче они не рассматриваются [1]. 

В (1), (2) используются следующие обозначения: 

( , )Z x t - поперечное смещение точки струны с координатой х в момент времени t; 

/a T    минимальная скорость распространения волн, Т – сила натяжения струны, 

   линейная плотность массы струны; 0 0 0( )l t L v t   - закон движения правой границы; 

0L   начальная длина струны;
 0v   скорость движения границы;

 0 ( )W z - функция класса 
1C

; 0,B  - постоянные величины (в случае действия гармонического возмущения 0  является 

частотой этого возмущения). 

 

 

2. Решение задачи приближенным методом Канторовича-Галеркина. 

 

Если ввести в задачу (1), (2) безразмерные переменные: 

 

0 ;x
a


   

0 0
0

0

L a
t

v


 


 


                                            (3) 

 

и новую функцию ( , ) ( , ),Z x t BU   то исходная задача примет вид: 

 

                   ( , ) ( , ) cos ( );U U W                                                     (4) 

 

                            (0, ) 0;U   ( ( ), ) 0,U l                                                     (5) 

 

где   ( ) 1 ;l   
 

0 ;
v

a
    0 0( ) ( );W W   

  

0 0
0

0

.
L a

v




 


 

 

Решение задачи (4), (5) будем искать в виде 

 

1

( , ) ( ) ( , ).n n

n

U f X    




                                                 (6) 

 

Здесь ( , ) sin ,
( )

n

n
X

l

 
 


  при этом 0 ( ) .

( )
n

n

l


 


  

Подставляя n-ный член ряда (6) в уравнение (3) получим: 

 

  2

0( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) cos ( ).n n n n nf X f X W


                              (7) 
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Как и в [1], функцию  будем определять из условия ортогональности левой части 

уравнения (7) с функцией 0( , )nX      на интервале  0, ( ) .l   В этом случае будем иметь: 

 

 
( )

2

1 0

0

( )

0

( ) ( , ) ( , ) ( ) ( ) ( )

cos ( ) ( , ) 0

l

n n n n n n

l

n

f X X d A f

W X d







         

   

 

 




 

 

или с точностью до величин порядка малости :   

 

22
0

1

( )
( ) 2 ( ) ( ) ( ) cos ( ) ( ),

( )

n
n n n n n

n

A
f f f W Q

A

 
      


               (8)  

 

где  

 
( )

2

1

0

( )
( ) ( , ) ;

2

l

n n

l
A X d




      

( )

2

0

( )
( ) ( , ) ( , ) ;

4

l

n n n

l
A X X d




 

      


   

( )

0

1

( , )
2(1 ( 1) )

( ) .
( )

l

n n

n

n

X d

Q
A n



  


 

 
  


 

 

Для преобразования уравнения (8), чтобы оно не содержало члена с ( )nf  , введем 

новую функцию 

 

0( ) ( ) ( ),n n nf A                                                       (9) 

 

Где 

 

2
0

10

( ) 1
( ) exp .

( ) ( )

n
n

n

A
A d

A l


 

 
 

 
   

 
  

 

 

Тогда с точностью до величин порядка  

 
2

0( ) ( ) ( ) ( ),n n n n                                                        (10) 

 

)(nf

2

2
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где  

 

( ) ( ) cos ( );n nM W                                                      (11) 

 

0

2(1 ( 1) ) ( )( )
( ) .

( )

n

n
n

n

lQ
M

A n




 

 
                                     (12) 

 
 

Таким образом, выполняя преобразования уравнения (10), аналогичные 

преобразованиям [2], для амплитуды колебаний, соответствующих n-ной динамической моде, 

получим следующее выражение: 

 
2 2

2 2

0 0

( ) ( ) ( )cos ( ) ( )sin ( ) ,n n n n n nA E F d F d

 

       
     

       
     
          (13) 

 

 

где 

2 1
( ) ;nE

n



  ( ) ( ) ( );n nw W      

 
3/2

(1 ( 1) ) ( )
( ) .

n

n

l
F

n






 
  

 

Заметим, что в связи с медленным движением границ при исследовании резонансных 

свойств, функция 0 0( )W t  в уравнении (1) имеет вид [1]: 

 

0
0 0 0 0( ) ,

v t
W t t

a
  

 
   

   
 

где 
0

0

v t

a


 
 

 
  функция, характеризующая медленное изменение частот возмущающих 

воздействий.  Поэтому членами вида 
0 0

0 ,
v v t

a a


 
  
 

 которые на резонансные свойства влияют, 

как величины порядка малости 2 , можно пренебречь. 

 

Если в задачу (1), (2) ввести новую функцию 0 0( , ) ( , ) cos ( ),Z x t V x t B W t  то 

задача примет вид 

 
2( , ) ( , ) 0;tt xxV x t a V x t 

                     

                            (14) 

 

               0 0(0, ) cos ( );V t B W t  0 0 0( ( ), ) cos ( ).V l t t B W t                    (15) 
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Введем в задачу (14), (15) безразмерные переменные (3) и новую функцию 

( , ) ( , ),V x t Bu  
 
в результате чего получим 

 

                   ( , ) ( , ) 0;u u                                                         (16) 

 

          (0, ) cos ( );u W  ( ( ), ) cos ( ).u l W                                (17) 

 

 

Следует отметить, что в работе [1] получено уравнение (11) для задачи (16), (17)  в виде: 

 

11 21( ) ( ) cos ( ) ( )cos ( ),n n nM W M W        

 

где  11 3/2

2
( ) ;

( )
n

n
M

l







21 3/2

2 ( 1)
( ) .

( )

n

n

n
M

l







   

 

Таким образом, для задачи (16), (17) уравнение (10) преобразуется к виду 

 

2

0 3/2

2(1 ( 1) )
( ) ( ) ( ) cos ( ).

( )

n

n n n

n
y y W

l


    



 
                  (18) 

 

В случае, если в уравнение (8) вместо функции (9) ввести функцию вида 

 

0( ) ( ) ( ) ( ) cos ( )n n n nf A y Q W      , 

 

то оно преобразуется так же к виду (18). В этом случае в выражении для амплитуды колебаний 

(13) функция ( )nF  примет вид 

 

(1 ( 1) )
( ) .

( )

n

n

n
F

l






 
  

 

  

3. Аналитическое решение. 

 

Решим задачу (16), (17) методом замены переменных в функциональном уравнении [3]. 

Начальные условия примем нулевыми. 

 

Для решения задачи используем метод Даламбера. Общее решение уравнения (16) имеет 

вид: 

( , ) ( ) ( - ),U g G                                                     (19) 
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где  ( )g z и ( )G z   произвольные функции, которые необходимо определить из граничных 

условий, z  независимая переменная.  

Подставляя решение (19) в граничные условия (17), нетрудно получить следующую 

задачу: 

 

1 1

2 2

( ( )) ( ( )) cos ( );

( ( ))] ( ( )) cos ( ).

g G W

g G W

    

    

   


   
                                  (20) 

 

Введем в систему (20) новые функции   

 

( ) ( ( )); ( ) ( ( )),g z r z G z R z                                            (21) 

 

где функции ( ) и ( )z z  определяются из следующей системы функциональных уравнений: 

 

                                  
1 1

2 2

( ( )) ( ( ));

( ( )) ( ( )) 1.

     

     

  


   
                                         (22) 

 

Введем обозначения в первом уравнении системы (20)  

 

               1 1( ( )) ; ( ( ))z z                                            (23) 

 

и во втором уравнении этой системы  

 

                    2 2( ( )) ; ( ( )) 1.z z                                          (24) 

 

Из (23), (24) следует, что в первом уравнении системы (20) 

 

0,5( ( ) ( ))z z    , 

 

а во втором уравнении  

0,5( ( ) ( 1)),z z      
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где ( ), ( )z z  функции, обратные к ( ) и ( ).z z   

С учетом сделанной замены система (20) примет вид 

 

1

2

( ) ( ) ( );

( ) ( 1) ( ),

r z R z z

r z R z z





 


  
                                           (25) 

 

где  1( ) cos (0,5 ( ) 0,5 ( ));z W z z     2 ( ) cos (0,5 ( ) 0,5 ( 1)).z W z z         

      

Из первого уравнения системы (25) получим: 

 

  1( ) ( ) ( ).R z z r z                                                (26) 

 

После подстановки (26) во второе уравнение системы (25) будем иметь: 

 

( ) ( 1) ( ).r z r z z                                              (27) 

 

Здесь                                        

 

2 1( ) ( ) ( 1) cos ( ) cos ( 1).z z z W z W z                              (28) 

 

Таким образом, задача сведена к решению уравнения (27). 

Используем для решения задачи интегральное преобразование Лапласа 

Используя методику, описанную в [3], получим: 

 

1

( , ) ( , ),n

n

U V   




  

 

где   
1

( , ) sin{ [ ( ) ( )]}
n

U n        




        

( )

0

(cos{ [ ( ) ( )]}4 ( )sin(2 )n n d

  

           


      
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( )

0

sin{ [ ( ) ( )]}4 ( )cos(2 ) ).n n d

  

           


                     (29) 

   

Функция     sin n            - n-я динамическая мода системы, 

( , ) { [ ( ) ( )]}n         



   


- мгновенная собственная частота n-го 

собственного колебания. 

Выполняя преобразования уравнения (29), аналогичные преобразованиям [3], получим 

выражение для полной амплитуды в точке 0 ( ),    соответствующей максимальному 

размаху колебаний 

 

           

2 2
( ) ( )

2

0 0

( ) 16 ( )cos ( ) ( )sin ( ) ,

b b

n n n n nA F d F d

 

      
     

       
     
         (30) 

 

где   

0( ) ( ( ));b         

 

ln[( 1) /(1 )]
( ) ( ) 1;

ln[(1 ) /(1 )]

vz v
z z

v v
 

 
  

 
  

1
( ) sin ( 1) ( ) ;

2
nF W W  

 
   

 
 

 

1
( ) 2 ( ( 1) ( ));

2
n n W W          

 

 
1 1 1

;
1

v
W W

v v v




  

      

1
1 1 1

( 1) .
1

v v
W W

v v v





   
       

 

 

Таким образом, выражения для амплитуд колебаний системы на n-ой динамической 

моде, полученные с помощью метода Канторовича-Галеркина (13) и метода замены 

переменных в функциональном уравнении (30) при граничных условиях (17) имеют 

аналогичный вид. 
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