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ТИПОВЫЕ БИФУРКАЦИОННЫЕ ГРУППЫ В ТЕОРИИ 

НЕЛИНЕЙНЫХ КОЛЕБАНИЙ   
 
М. В. Закржевский  
 
 Рассматривается возможность использования типовых бифуркационных 
(топологических) групп в теории нелинейных колебаний. Качественный анализ 
поведения нелинейных динамических систем при вынужденных, параметрических, 
автоколебаниях и других сложных колебаниях проводится с использованием 
бифуркационных диаграмм, которые отображают состояние стационарного режима в 
зависимости от параметра. На основании бифуркационных диаграмм строятся 
бифуркационные карты на плоскостях параметров, на которых изображаются 
бифуркационные границы качественного поведения системы. Однако, сложность 
бифуркационных карт и построение бифуркационных диаграмм, как правило, с 
использованием только устойчивых режимов, не позволяет выявить общие 
закономерности качественного поведения различных динамических систем. 
 В настоящей работе делается попытка классификации бифуркационных групп, 
включающих как устойчивые, так и неустойчивые ветви решения. Эти группы 
используются  для глобального анализа различных динамических систем и отыскания 
новых нелинейных эффектов. В работе использовались материалы публикаций многих 
авторов, как приведенных в списке литературы, так и многих других. Приведенные в 
статье рисунки иллюстрируют некоторые возможности качественного анализа 
колебательных систем с использованием типовых бифуркационных групп. 
 

Обсуждаются следующие вопросы теории типовых бифуркационных групп:  
1. Глобальный анализ при изменении параметра, простые бифуркации и 

бифуркационные группы (БГ). БГ включают устойчивые и (обязательно!) 
неустойчивые ветви решения, т.е. все соответствующие решения. 

2. Элементарные БГ с одной бифуркацией. Складка (обычная и «неустойчивая»), 
супер-, субкритический и «неустойчивый» трезубец, бифуркация потери 
симметрии. 

3. Типовые БГ с двумя бифуркациями. Гистерезис прямой и «обратный». Двойной 
трезубец, простой периодический 1Т-остров и простой субгармонический 
остров-nT. 

4. Сложный (каскадный) гистерезис в типовых системах. 
5. Бифуркационная группа удвоения периода. Неустойчивый периодический 

инфинитиум UPI. Гомоклинические структуры и UPI. 
6. Хаотические аттракторы и UPI. Хаотические переходные процессы. 
7. Типовые протуберанцы с простой и сложной структурой. 
8. Типовые бифуркационные группы с редкими аттракторами (RА). 
9. Сложные (изолированные) острова с редкими аттракторами. 
10. Бифуркационные группы при изменении параметров демпфирования. 

Парадоксы трения. Многорежимность при большой диссипации. 
11. Взаимодействие нескольких бифуркационных групп. Хаос и окна 

периодичности. Переходные процессы и бифуркационная память. «Странные» 
глобально устойчивые периодические аттракторы, например, 1Т при наличии  
UPI. 
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12. Примеры типовых бифуркационных групп в системах с несколькими степенями 
свободы при вынужденных колебаниях. 

 
 
 

 
Рис.1. Бифуркационная диаграмма вынужденных колебаний при изменении амплитуды 
вынуждающей силы в системе с кубической упругой характеристикой и линейной 
диссипацией. Показан случай сосуществования двух различных бифуркационных групп с UPI-1 
и UPI-3. Тонким линиям соответствуют неустойчивые режимы. В системе существует и 
бифуркационная группа 9Т с UPI-9. 
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Рис.2. Бифуркационная диаграмма вынужденных колебаний при изменении частоты 
вынуждающей силы в системе с трилинейной симметричной упругой характеристикой и 
линейной диссипацией. Показано сосуществование двух бифуркационных групп 1Т и сложного 
острова 3Т. Рождение острова 3Т происходит в результате «бифуркации» утроения.  
 
 
 

 
Рис.3. Бифуркационная диаграмма вынужденных колебаний при изменении амплитуды 
вынуждающей силы в системе с кубической симметричной упругой характеристикой и 
линейной диссипацией. Показаны только режимы 1Т и 2Т. Система имеет несколько сложных 
протуберанцев, например (а, b) и несколько областей с бесконечным числом периодических 
режимов UPI-1. Около h1 = 50 в системе существуют также два 2Т острова с взаимно-
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симметричными режимами с редкими аттракторами RA и UPI-2. Тонким линиям соответствуют 
неустойчивые режимы.  
 

 
Рис.4. Сложный субгармонический 3Т-остров с редкими аттракторами и двумя областями с 
бесконечным числом периодических режимов UPI-3. Несимметричная система с кубической 
характеристикой при гармоническом воздействии. Особенностью показанной бифуркационной 
группы является наличие устойчивых 3T режимов на обеих ветвях острова. 
 
 
 

 
Рис.5. Влияние изменения параметра линейной диссипации b на качественное поведение 
системы с кубической симметричной упругой характеристикой при вынужденных колебаниях. 
Показаны только режимы 1Т и 2Т. Система имеет две сложных бифуркационных группы 1Т с 
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необычным поведением протуберанца (a, b) и UPI-1 и два 2Т острова с взаимно-
симметричными режимами и редкими аттракторами. Тонким линиям соответствуют 
неустойчивые режимы. 
 

 
Рис.6. Виброударная система при вынужденных колебаниях с односторонним ограничителем. 
при изменении частоты гармонического возбуждения. Показан сложный протуберанец 2Т, 
вырастающий из бифуркационных точек (a, b). Протуберанец имеет сложную структуру между 
(c, d) с несколькими каскадами удвоения периода и UPI-2, а также редкими аттракторами. Из-за 
сложности поведения динамической системы автору не удалось найти все периодические 
режимы с периодами 4Т, 8Т, ... Также пока неясно все ли UPI найдены. В системе имеют место 
как простейшие линейные колебания 1Т, так и хаотические колебания. 
 

 

a 

b 

1T 

c d 

2T 4T 

d =1, R = -0.75 
b = 0.2, h = 5 
w = var. 

1T 

UPI-2 

a b 

Escape system 

RA 

с 
1Т 

1Т unstable 

UPI-2 

2Т 

1Т 



Вестник научно-технического развития                  Национальная Технологическая Группа 
www.vntr.ru                                        №1 (5), 2008 г.                                     www.ntgcom.com 
 

Научно-технический журнал «ВНТР»  №1, 2008 г.  Национальная Технологическая Группа    
М.В. Закржевский 

Рис.7. Типовая бифуркационная диаграмма для системы с двумя положениями равновесия 
(escape system). Система имеет сложный протуберанец (a, b) со стандартным каскадом 
удвоения периода и UPI-2. Вблизи складки (с) в системе существуют устойчивые колебания 
относительно неустойчивого положения равновесия. Характерным для эскейпных систем 
является наличие редких аттракторов (RA). 
 
 
 

 
Рис.8. Вынужденные колебания маятника с линейной диссипацией. Пример сложного 
изолированного субгармонического острова 5Т с протуберанцем (a, b), каскадом удвоения 
периода 5Т и UPI-5, в котором реализуется хаотический аттрактор.  
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