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Аннотация. Исследуются автоколебания в круглой деформируемой шайбе,  

взаимодействующей с вращающимся жестким стержнем. Показано, что собственные 

частоты системы неэквидистантны, а внутреннее трение в материале шайбы, описываемое 

моделью Фойхта, ограничивает спектр частот возбуждаемых колебаний. За счет 

фрикционного механизма в шайбе возбуждаются квазигармонические автоколебания с 

ограниченным спектром.  

Ключевые слова: фрикционные автоколебания, вращение, деформируемая шайба, жесткий 

стержень. 
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Abstract. Explores self-oscillations in circular deformable washer, interacting with a rotating rigid 

rod. It is shown that the natural frequencies of the system neviditelny and internal friction in the 

material of the washers, described by Voigt model, limits the frequency spectrum of the excited 

oscillations. Due to the friction of the washer mechanism in the excited quasi-harmonic self-

oscillations with a limited range.  
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Введение 

Автоколебания, представляющие собой (согласно [1]) незатухающие колебания в 

диссипативных динамических системах с нелинейными обратными связями, 

поддерживающиеся за счет энергии постоянных, то есть непериодических внешних 

воздействий, часто наблюдаются в природе и технике, и поэтому находятся в центре внимания 

исследователей уже многие годы.  

Среди автоколебаний важное место в технических системах занимают те, которые 

генерируются при трении – фрикционные автоколебания [2]. Обзор работ по изучению 

динамических процессов, обусловленных трением, можно найти в [3]. 
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Если общую теорию автоколебаний в системах с сосредоточенными параметрами можно 

считать достаточно хорошо развитой [4-12], то для распределенных систем этого сказать 

нельзя. Лишь в [13-15] рассмотрены некоторые задачи теории автоколебаний распределенных 

систем.  

В настоящей работе исследуются особенности возбуждения автоколебаний в круглой 

деформируемой шайбе, взаимодействующей с вращающимся жестким стержнем.  

 

Постановка задачи 

Внутри однородной деформируемой круглой шайбы с внутренним диаметром 1R , и внешним 

диаметром 2R  вращается жесткий стержень с постоянной угловой скоростью  . Шайба 

жестко закреплена по внешнему диаметру рис. 1. 

 
рис. 1. 

 

Будем исследовать процессы деформации в шайбе в рамках плоской задачи линейной теории 

упругости, которая в полярных координатах ( ,r ) описывается системой уравнений [16]: 
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где   - плотность материала шайбы,  trur ,,  и  tru ,,  - радиальные и окружные 

смещения соответственно (рис. 2), r  и   - нормальные напряжения,  r  - касательные 

напряжения. 

Напряжения, деформации и перемещения связаны следующими соотношениями 
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здесь E  - модуль Юнга, ,  - константы упругости, индекс 1 – означает упругую компоненту 

напряжения. Полное напряжение в вязкоупругом материале можно представить в виде суммы 

упругой  1
ij  и диссипативной   ij  компоненты напряжения [17]: 

 
Рис. 2. 

 
    ijijij  1 ;    

  rrr  1                                                 (3) 

Для вязкоупругого материала Фойхта диссипативные компоненты тензора напряжения 

выражаются через производные от i  и  r  следующим образом 
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Считаем, что по внешнему диаметру  22R  шайба жестко закреплена, т.е. 

0
2
Rrru                                                                 (5) 

0
2
Rru                                                                 (6) 

а по внутреннему диаметру  12R  она обжимает стержень  

0
1
Rrr                                                                 (7) 

где 0  - напряжение обжатия. Между стержнем и шайбой действует момент сил сухого 

трения ТРM , зависящий от разности скоростей проскальзывания контактирующих 

поверхностей стержня   tRVb 1  и шайбы 
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Зависимость ТРM  от скорости проскальзывания поверхностей имеет тот же  характер, что и в 

классической работе А.А. Витта [18]. 

Осевая симметрия шайбы позволяет предполагать независимость компонент перемещений 

 ruu ,  от угловой координаты «  ». В радиальном же направлении считаем процессы 

квазистатическими. Это приводит к тому, что радиальная компонента смещения  ru , 

является функцией только координаты « r » (т.е. 0
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краевая задача (1)-(8), записанная в перемещениях, расщепляется на две независимые задачи. 

Одна из них, статическая 
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описывает радиальные деформации и напряжения в шайбе, а другая, динамическая 
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описывает сдвиговые колебания шайбы. 

 

Решение статической задачи 

Задача (9)-(11) подобна задаче Ламе о нахождении напряженного состояния круглой трубы 

под действием внешнего и внутреннего давления [17]. Его решение имеет вид 
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где 21 RrR  . Так как физические компоненты напряжений ( rrфиз   ; физr ), то 
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Из (16) следует, что материал шайбы испытывает сжатие вдоль радиальных направлений, 

величина которого уменьшается по мере приближения к внешнему радиусу. В то же время в 

азимутальном (окружном: constr  ,  20  ) направлении материал находится под 

действием растягивающих напряжений  r . Эти зависимости показаны на рис. 3 для 

различных материалов: сталь 3,0 ; медь 25,0 ; резина 5,0 . 
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Рис. 3. 

Динамическая задача 

Сдвиговые автоколебания шайбы описываются нелинейной краевой   задачей (12)-(14). 

Вблизи точки перегиба, где ,0ТРM  момент силы трения представим кубическим полиномом 

по степеням tu  /  и имеет падающий участок [18] 
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Здесь последнее слагаемое описывает статическое распределение сдвиговых смещений 
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, которые возникают из-за наличия постоянной составляющей в моменте 

трения, а  tr,  описывает сдвиговые колебания около этого состояния равновесия 
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где  //1hR ,  //1M ,  /3M  

 

Собственные функции и собственные значения динамической задачи. 

 

Остановимся более подробно на анализе собственных функций и собственных значений 

краевой задачи без учета внутреннего трения и фрикционного взаимодействия ( 0 , 

0  ). Ниже будет показано, что неконсервативные слагаемые в первом приближении не 

вносят поправок в реальную часть собственных частот колебаний шайбы. 

Решение (20)-(22) будем искать в виде ряда по собственным функциям соответствующей 

линейной консервативной задачи. 
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Собственные функции и собственные значения для (20)-(22) являются решением задачи 

Штурма-Лиувиля  

        0122'"2  rXrrrXrXr   

0)1()1('  XX  

                                                             (23) 

Общее решение (23) есть линейная суперпозиция функций Бесселя I-ого и II-ого рода первого 

порядка )(1 rJ  ,  rY 1 . 

     rJСrJСrX  2211                                                    (24) 

Нетривиальное решение (24), удовлетворяющее граничным условиям, приводит к 

спектральному уравнению 
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Аналитическое решение этого уравнения неизвестно. В таблице приведены величины первых 

5-ти собственных значений, вычисленных для различных отношений внутреннего и внешнего 

радиусов шайбы 12 / RRR  . 

 

Таблица 

R \ i 1 2 3 4 5 

0,1 2,4 5,2 8,4 11,1 14,3 

0,5 2,2 4,5 7,0 9,1 14,9 

1,0 1,8 3,6 8,1 9,9 14,4 

5,0 0,2 0,5 1,7 2,2 2,7 

10,0 0,1 0,3 0,6 0,9 1,2 

 

 

 

 

Энергетические оценки ширины спектра автоколебаний 

Как известно, наличие внутреннего трения приводит к частотно-зависимому затуханию 

упругих волн 2~  [19]. Поэтому в спектре автоколебаний могут присутствовать только такие 

спектральные составляющие, для которых потери энергии из-за внутреннего трения 

(декремент колебаний) меньше притока энергии за счет работы сил «отрицательного» трения 

во фрикционном контакте (инкремент колебаний). Колебания системы на частотах, не 

удовлетворяющих этому условию, естественным образом затухают и их можно не учитывать 

в дальнейшем анализе. Условия самовозбуждения системы находятся из рассмотрения 

линеаризованной задачи (19)-(21) при 0 . 
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Инкремент системы 

Для определения инкремента системы, отвечающего за вклад в энергию колебаний системы 

фрикционным механизмом, воспользуемся уравнением баланса энергии. Умножая (26) на t  

и проводя соответствующую группировку слагаемых, получим уравнение переноса энергии 

(уравнение Умова-Пойнтинга [20].) 
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где   22 /
2

r
r

W rt    - плотность энергии системы,  rrS rt /   - плотность 

потока энергии. 

Проинтегрируем (29) по пространственной переменной « r » с учетом граничных условий (27) 

(28). В результате получим уравнение изменения полной энергии системы 

 drrrSW
dt

d R

rtr   
1

1 /                                                (30) 

 

Первое слагаемое в правой части уравнения баланса энергии (30) описывает приток энергии 

за счет работы сил «отрицательного» трения на границе 1r , а второе – потери энергии в 

материале шайбы. При определении изменения энергии системы за счет работы сил сухого 

трения на границе, можно положить 0 . В этом случае из (30) следует 

1
2

1   rtrS   

или  

)()( tWtW
dt

d
                                                          (31) 

Энергия системы, в соответствии с (31), растет по экспоненциальному закону teW ~

независимо от частоты колебаний. Показатель экспоненты   является энергетическим 

инкрементом колебаний, амплитудный же инкремент соответственно равен 2/ . 

Декремент системы 

При определении декремента затухания, отвечающего за частотно-зависимое поглощение 

энергии материалом шайбы, не будем учитывать источники энергии на границе (т.е. положим 

0 ). В (25) подставим решение  

)( rXe ti                                                              (32) 

где  rX  ,   - собственная функция и собственное значение соответственно, 

удовлетворяющее (22). После несложных преобразований получаем комплексное уравнение 

для определения частоты колебаний   
222  i                                                          (33) 

Будем искать его решение в виде разложения по степеням   

 21                                                        (34) 

Ограничиваясь членами порядка   из (33), (34) имеем 
22

1   ; 2/2

2
 i  

или 

2/2 i                                                           (35) 

Отсюда следует, что диссипативное слагаемое не вносит в первом приближении поправок в 

действительную часть частоты. Мнимая же часть является декрементом затухания 2/2  и 

амплитуда волны (32) убывает как 2/2te  . 

Превышение инкремента системы над декрементом 
2                                                                  (36) 

является условием самовозбуждения системы, при этом автоколебания будут происходить 

только с теми спектральными составляющими i , которые удовлетворяют (36). 

Определение амплитуды стационарных автоколебаний 
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Амплитуда стационарных автоколебаний определяется решением исходного уравнения (19), 

удовлетворяющего граничным условиям (20) и (21). В автоколебательной системе 

периодические движения существуют лишь с определенными амплитудами, 

соответствующими равенству притока энергии за счет работы сил «отрицательного» трения и 

величины нелинейных диссипативных потерь во фрикционном механизме. Как известно, в 

системах с кубической нелинейностью имеет место мягкий режим возбуждения 

автоколебаний [12] . В этом режиме может быть лишь одна стационарная амплитуда. Следуя 

приближенному методу, описанному в [8], будем искать решение в виде 

 2
2

10                                                             (37) 

где 0  - одно из решений для консервативной системы, удовлетворяющее уравнению (19) при 

0  и граничным условиям, соответствующим (22). 
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Здесь амплитуду A  надо подобрать так, чтобы она была близка к амплитуде предельного 

цикла. В этом случае малая поправка 1  и члены, соответствующие более высоким 

приближениям, не должны возрастать со временем (т.е. отсутствуют секулярные слагаемые). 

Подставляя (38) в (19)-(21 ) для первой поправки, получим 
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      tXAtAXr
rr  3222

111 cos1cos1/ 


                       (41) 

где  1X  - значения собственной функции при 1r . Уравнения возмущений (39)-(41) имеют 

вид уравнений, описывающих динамику системы, на которую действуют внешние 

периодические силы. В выражения для этих сил входят компоненты с частотами   и 3 . Так 

как спектр частот неэквивалентен (см. таблицу) то компонента силы, зависящая от частоты,  

не является резонансной и не создает в системе движения с заметной амплитудой, поэтому 

этой составляющей силы можно пренебречь. Тогда краевое условие (41) примет вид 

       tXAAXr
rr  cos14/31/ 222

111 


                       (42) 

Таким образом, на консервативную систему с соответственной частотой действует сила 

резонансной частоты, приводящая к появлению секулярных слагаемых в решении (37). 

Стационарное (ограниченное) решение в данном случае возможно лишь при выполнении 

условия ортогональности 0  и 1  (т.к. 0  изменяется по закону tsin , то, следовательно, 1  

должна изменятся по закону tcos ). 

Пусть 

  trV  cos1                                                          (43) 

подстановка (43) в (39) дает 

   rXAVrVV
r

r
//32/  




                                            (44) 

Частное решение неоднородного уравнения (44) имеет вид 

   rX
r

ArV
2

                                                         (45) 

где функция  rX  удовлетворяет граничному условию (40). Подставляя (43) в (42) с учетом 

(45) получим выражение 
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                          (46) 

которое является уравнением для определения амплитуды фрикционных автоколебаний 

шайбы 

 13

4
22

2

X
A




                                                         (47) 

Возвращаясь к (38) видим, что закон сдвиговых одночастотных автоколебаний шайбы имеет 

вид 
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RJ
rJt

r
t

X
tr 












 1

1

1
12210 cos

2
sin

13

4
,                 (48) 

где   - одно из собственных значений удовлетворяющее условию возбуждения (36). Из (48) 

следует, что амплитуда автоколебаний уменьшается обратно пропорционально частоте. 

Поскольку в реальной системе всегда присутствует флуктуационные возмущения, то, в 

конечном итоге, на каждой частоте, удовлетворяющей условию возбуждения, установится 

автоколебание, описываемое (48). Так как из неэквидистантности спектра эти автоколебания 

не взаимодействуют друг с другом, то, пользуясь (48), можно записать установившийся 

многочастотный режим автоколебаний шайбы: 

 
 

 












ii
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ii

rXt
r
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tr
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cos
2

sin
1

1

3

4
,                           (49) 

где i  - i -ая собственная функция (см. (23)). 
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