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      Аннотация. В работе изложено численное решение нестационарной задачи о радиаци-
онно-кондуктивном теплообмене между многослойной плоско-параллельной теплопроводной 
пластиной и окружающей поглощающей средой. 
      Ключевые слова: радиационно-кондуктивный теплообмен, коэффициент теплопровод-
ности, поглощающая среда. 
 
      1. Постановка задач. Рассматриваются две постановки задачи, характеризующиеся раз-
личными способами задания граничных условий. 
      1.1. Первая постановка задачи. Пусть имеется плоско-параллельная теплопроводная 
пластина  V  без источников (стоков) тепла, ограниченная  бесконечными поверхностями 

0 ,F  nF  и состоящая из n слоев 1 2: ...k nV V V V V     (рис.1). 
 

 
Рис.1. Схема излучающей системы 

 
      Примем, что контакт между слоями 1 и , 1, 2,..., 1,k kV V k n    совершенный и темпера-
тура на соприкасающихся поверхностях , 1, 2,..., 1,kF k n  двух слоев одинакова. Заданы 
постоянные коэффициенты теплопроводности λ ,k  удельные теплоемкости kc  и плотности 
ρk  слоев , 1, 2,..., .kV k n  Предположим, что на поверхности 0F  задана изменяющаяся во 
времени t температура 

0
( )FT t  (граничное условие первого рода), а между поверхностью nF  и 

окружающей чисто поглощающей средой с температурой ( )sT t  происходит радиационный 
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теплообмен (нелинейное граничное условие третьего рода). Поверхность nF  примем серой, 
диффузно излучающей и отражающей [1]. Кроме того, положим, что в начальный момент 
времени t = 0  заданы температуры ,0 ( )k kT M  слоев , , 1, 2,..., ,k k kV M V k n   изменяющиеся  

лишь в направлении перпендикулярном границе пластины. 
      Требуется определить на заданном промежутке времени 0 < t t  нестационарные поля 
температур ( , )k kT M t  в слоях , , 1, 2,..., ,k k kV M V k n  удовлетворяющие неравенствам [2,3] 

                      0 < ( , ) , ,k k k km T M t m M V
     0 < , 1, 2,..., ,t t k n                                      (1) 

где  и m m
   соответственно наименьшее и наибольшее значения заданных температур 

0
( ),FT t  ,0( ), 0 ,  и ( ), , 1, 2,..., ,s k k k kT t t t T M M V k n     

                                        0

0

,0

,0

min ( ), ( ), ( ) ,

max ( ), ( ), ( ) .

F k k s

F k k s

m T t T M T t

m T t T M T t





    
    

 

      Введем прямоугольную систему координат таким образом, чтобы ось OX была перпен-
дикулярна границе пластины, а начало координат располагалось в плоскости 0.F  Через kx  
обозначим значение координаты x точки kM  на поверхности kF .В этом случае приходим к 
следующей математической постановке задачи: 
      - найти функции ( , ), 1, 2,..., ,kT x t k n  определенные при 1 ,k kx x x    0 < ,t t удовле-
творяющие неравенствам (1), уравнениям теплопроводности 

               
2

12
( , ) ( , )

,k k
k k

T x t T x t
a x

t x 
 


 

< x < , 0kx  < , 1, 2,..., ,t t k n                                   (2) 

граничным условиям [4] 
                                     

0
1 0 1( , ) (0, ) ( ), 0FT x t T t T t   < ,t t                                                         (3) 

                             1( , ) ( , ),k k k kT x t T x t  0 < , 1, 2,..., 1,t t k n                                                (4) 

                   1
1

( , ) ( , )
λ λ ,k k k k

k k
T x t T x t

x x



 


 

 0 < , 1, 2,..., 1,t t k n                                       (5) 

                  4 4
рез. 0

( , )
λ ( ) σ ( ) ( , ) , 0n n

n n n s n n
T x t

E t A T t T x t
x

     
 < ,t t                                  (6) 

и начальным условиям 
                                ,0 1( ,0) ( ), , 1, 2,..., .k k k kT x T x x x x k n                                                    (7) 

      Здесь 
λ
ρ
k

k
k k

a
c

  - коэффициент температуропроводности слоя ;k nV A  - коэффициент по-

глощения поверхности 0; σnF - постоянная Стефана – Больцмана; рез.nE - поверхностная 

плотность результирующего излучения [1]. 
      Задачу (1) – (7) удобно представить в безразмерной форме 
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2

12
θ (ξ, τ) θ (ξ, τ)

ν , ξ
τ ξ

k k
k k

 


 
< ξ < ξ ,k  0 < τ τ , 1,2,..., ,k n                               (8) 

                                           
0

1 0 1θ (ξ , τ) θ (0, τ) θ (τ),F   0 < τ ≤ τ ,                                                 (9) 

                                  1θ (ξ , τ) θ (ξ , τ),k k k k  0 < τ ≤ τ , 1, 2,..., 1,k n                                       (10) 

                       1
1

θ (ξ , τ) θ (ξ , τ)
δ δ ,

ξ ξ
k k k k

k k



 


 

 0 < τ ≤ τ , 1, 2,..., 1,k n                                (11) 

 

                   4 4
рез.

θ (ξ , τ) θ (1, τ)
e (τ) θ (τ) θ (1, τ) ,

ξ ξ
n n n

n n s nN
        

 0 < τ ≤ τ ,                         (12) 

                                   ,0 1θ (ξ,0) θ (ξ), ξ ξ ξ , 1,2,..., ,k k k k k n                                               (13) 

                       0 < μ ≤ 1 ,θ (ξ, τ) 1, ξ ξ ξk k k    0 < τ ≤ τ , 1, 2,..., ,k n                                    (14) 

где 
3

0 рез.1
рез.2

1 1

σλ
θ , ξ , τ , ν , δ , , μ , e .

λ λ λ
n n n nk k

k k n n
n nn n

A x m E xaa t mT x N
x am x m m




           

      1.2. Вторая постановка задачи. Предположим, что на поверхности 0F  также задано гра-
ничное условие третьего рода, а именно, между поверхностью 0F  и окружающей чисто по-
глощающей средой с температурой ( )eT t  происходит радиационный теплообмен. 
      В таком случае для определения нестационарных полей температур в слоях 

, 1, 2,..., ,kV k n  приходим к следующей математической задаче: 
- найти решения θ (ξ, τ), 1, 2,..., ,k k n  уравнений (8) при граничном условии [1] 

                 4 41 0 1
рез.0 0 1

θ (ξ , τ) θ (0, τ)
e (τ) θ (τ) θ (0, τ) ,

ξ ξ eN
         

  0 < τ ≤ τ ,                        (9’) 

граничных условиях (10) – (12), начальных условиях (13) и ограничениях (14). 
      2. Решение задач. Для решения сформулированных задач воспользуемся методом после-
довательных двусторонних приближений [1, 2] и методом конечных разностей, изложенным 
в работе [5]. 
      2.1. Первая постановка задачи. На основании метода, предложенного в [2], представим 
граничное условие (12) в виде 

                    4 4θ (1, τ)
4 θ (1, τ) θ (τ) θ (1, τ) 4θ (1, τ) ,

ξ
n

n n n s n nN N
      

  0 < τ ≤ τ .                       (15) 

      Введем  на  множестве  0 ξ 1, 0 τ τ     сетку 1ξ ξ Δξ , τ Δτ, 0,1,..., ,k i k k j ki j i L     

k = 1, 2, ..., n,   j = 0, 1, …, 0,L  с шагами 1

0

ξ ξ τΔξ , Δτ .k k
k

kL L




   Целые числа 

, 1, 2,..., ,kL k n  удобно полагать четными. Построим на введенной сетке разностную ап-
проксимацию задачи (8) – (11), (15), (13), (14)  [5] 
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                             , 1 , , 1 , , 1
2

θ (τ ) θ (τ ) θ (τ ) 2θ (τ ) θ (τ )
ν ,

Δτ (Δξ )
k i j k i j k i j k i j k i j

k
k

    
                          (16) 

если 0 < i < , 1, 2,..., , 0kL k n j  < 0 ,L i j k   - нечетное число; 

                       , 1 , , 1 1 , 1 , 1 1
2

θ (τ ) θ (τ ) θ (τ ) 2θ (τ ) θ (τ )
ν ,

Δτ (Δξ )
k i j k i j k i j k i j k i j

k
k

       
                      (17) 

если 0 < i < , 1, 2,..., , 0kL k n j  < 0 ,L i j k   - четное число; 
                                              

0
1,0 1 1θ (τ ) θ (τ ), 0j F j j    < 0 ,L                                                  (18) 

                              , 1 1,0 1θ (τ ) θ (τ ), 1,2,..., 1, 0
kk L j k j k n j      < 0 ,L                                  (19) 

 
, 1 , 1 1 1,1 1 1,0 1

1
1

θ (τ ) θ (τ ) θ (τ ) θ (τ )
δ δ ,

Δξ Δξ
k k

k L j k L j k j k j
k k

k k

      




 
 1, 2,..., 1, 0k n j   < 0,  (20) 

 

 
, 1 , 1 1 4 4

, 1 1 , 1 , 1

θ (τ ) θ (τ )
4 θ (τ ) θ (τ ) θ (τ ) 4θ (τ ) ,

Δξ
n n

n n n

n L j n L j
n n L j n s j n L j n L j

n
N N

  
   


      

  (21) 

                                                                                                                                     0 j < 0 ,L  
                                          , 0,θ (0) θ , 0 , 1, 2,..., ,k i k i ki L k n                                                   (22) 

                            0 < μ ≤ , 0θ (τ ) 1, 0 , 1, 2,..., , 0 ,k i j ki L k n j L                                        (23) 

где ,θ (τ ) θ (ξ , τ ).k i j k i j  

      Для определения , 1θ (τ )k i j  при известных значениях ,θ (τ )k i j  воспользуемся итерацион-
ным процессом 

                       
( )

1 , , 1 , , 1,
2

θ (τ ) θ (τ ) θ (τ ) 2θ (τ ) θ (τ )
ν ,

Δτ (Δξ )

l
j k i j k i j k i j k i jk i

k
k

    
                                (24) 

если 0 < i < , 1, 2,..., , 0kL k n j  < 0 ,L i j k    нечетное число; 

                   
( ) ( ) ( ) ( )

1 , 1 1 1, , 1 , , 1
2

θ (τ ) θ (τ ) θ (τ ) 2θ (τ ) θ (τ )
ν ,

Δτ (Δξ )

l l l l
j k i j j j jk i k i k i k i

k
k

      
                          (25) 

если 0 < i < , 1, 2,..., , 0kL k n j  < 0 ,L i j k    четное число; 

                                              
0

( )
,0 1 1 0θ (τ ) θ (τ ), 0 ,l

i j F j j L                                                      (26) 

                            ( ) ( )
1 1 01,0,θ (τ ) θ (τ ), 1, 2,..., 1, 0 ,

k

l l
j jkk L k n j L                                         (27) 

( ) ( ) ( ) ( )1 1, , 1 1 11,1 1,0
1 0

1

θ (τ ) θ (τ ) θ (τ ) θ (τ )
δ δ , 1, 2,..., 1, 0 ,

Δξ Δξ
k k

l l l lj jk L k L j jk k
k k

k k
k n j L

    




 
     (28) 

                       

                      
( ) ( )

1 1, , 1 ( )
1,

θ (τ ) θ (τ )
4 θ (τ )

Δξ
n n

n

l l
j jn L n L l

n jn L
n

N
 




   
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                                                 ( 1)4 ( 1)4
1 1 1 0, ,θ (τ ) θ (τ ) 4θ (τ ) , 0 .

n n

l l
n s j j jn L n LN j L 

  
       

       (29) 

      На основании данных соотношений находим 
                   ( )

1 , 1 , 1 , 1 ,,θ (τ ) θ (τ ) θ (τ ) θ (τ ) γ θ (τ )(1 2γ ),l
j k i j k i j k i j k k i j kk i    

                         (30) 

если 0 , 1,2,..., ,ki L k n i j k      нечетное число; 

                      , , 1 1 , 1 1( )
1 , 1,

θ (τ ) γ θ (τ ) θ (τ )
θ (τ ) θ (τ ) ,

1 2γ
k i j k k i j k i jl

j k i jk i
k

   
 

    


                     (31) 

если 11, 0, 1, 2,3,..., ,k k ki i L i i k n i j k         четное число; 

 
 

 
1 , 1 1 1,1 1 1,2 1( )

1 , 1,
1 1

1 2γ θ (τ ) ω θ (τ ) γ θ (τ )
θ (τ ) θ (τ )

1 2γ ω 1 γ
k

kk

k k L j k k j k k jl
j k L jk L

k k k

      
 

 

    
 

  
,    (32) 

 
  1,1 1 1,2 1 1 , 1 1( )

1 1,1 11,1
1 1

1 ω θ (τ ) γ θ (τ ) γ θ (τ )
θ (τ ) θ (τ ) ,

1 2γ ω (1 γ )
k

k k j k k j k k L jl
j k jk

k k k

      
  

 

    
 

  
     (33) 

если k + j – четное число, k = 1,2,…,n – 1; 
                             ( )

1 , 1,θ (τ ) θ (τ )
kk

l
j k L jk L     

                                     = 
 

 
, 1 , 2 1 1,1 1θ (τ ) γ θ (τ ) 1 2γ ω θ (τ )

,
1 γ ω 1 2γ

k k
k L j k k L j k k k j

k k k

      

  
                   (34) 

 
 

1,1 1 , 1 , 2 1( )
1 , 1 1, 1

γ ω θ (τ ) 1 ω θ (τ ) γ θ (τ )
θ (τ ) θ (τ ) ,

1 γ ω 1 2γ
k k

kk

k k k j k k L j k k L jl
j k L jk L

k k k

    

  

      
  

 (35) 

если k + j – нечетное число, k = 1,2,…,n – 1; 

                                           
( 1)

, 1 1 1( )
1,

θ (τ ) Δξ (τ )
θ (τ ) ,

1 4 Δξ
n

n

l
n L j n n jl

jn L
n n

f

N


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





                                (36) 

если n + j – четное число; 

                   
 
 

( 1)
, 1 , 2 1 1( )

1,

θ (τ ) γ θ (τ ) 1 2γ Δξ (τ )
θ (τ ) ,

1 γ 4 Δξ 1 2γ
n n

n

l
n L j n n L j n n n jl

jn L
n n n n

f

N


   



  


  
               (37) 

   
 

 

( 1)
1 , 1 , 2 1( )

1, 1

γ Δξ (τ ) 1 4 Δξ θ (τ ) γ θ (τ )
θ (τ ) ,

1 γ 4 Δξ 1 2γ
n n

n

l
n n n j n n n L j n n L jl

jn L
n n n n

f N

N


   



     
  

             (38) 

если j + n – нечетное число; 
                                                         

0

( )
1,0 1 1θ (τ ) θ (τ ).l

j F j                                                            (39) 

      В выражениях (30) – (38) использованы обозначения 

 
 

( 1)4 ( 1)( 1) 41
1 1 1 1, ,2

1

δ ΔξΔτγ ν , ω , (τ ) θ (τ ) θ (τ ) 4θ (τ ) .
δ ΔξΔξ n n

l llk k
k k k n j n s j j jn L n L

k kk

f N  
   



       
 

      Полагая начальное приближение (0)
1,θ (τ )

n jn L   сначала равным μ 
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                                                               (0)

1,θ (τ ) μ,
n jn L                                                                  (40) 

а затем, принимая (0)
1,θ (τ )

n jn L   равным 1 

                                                                (0)
1,θ (τ ) 1,

n jn L                                                                  (41) 

получим  на  основании  соотношений  (30) –(39)  при 1γ
2n    соответственно  неубывающие 

( )
1,θ (τ )l

jk i  и невозрастающие ( )
1,θ (τ ), 0 , 1, 2,..., , 1, 2,...,l

j kk i i L k n l
      последовательно-

сти приближений, сходящиеся к единственному решению , 1θ (τ ), 0 , 1, 2,..., ,k i j ki L k n     

задачи (16) – (23)  [2, 3]. 
      Для заданного достаточно малого положительного числа ε приближенно примем 

                                         ( ) ( )
, 1 1 1, ,

1θ (τ ) θ (τ ) θ (τ ) ,
2

l l
k i j j jk i k i


  

  
 

                                            (42) 

где нижние ( )
1,θ (τ )l

jk i   и верхние ( )
1,θ (τ )l

jk i


  последовательные приближения выбираем из 

условия  

                               ( ) ( )
1 1, ,θ (τ ) θ (τ ) ε, 0 , 1,2,..., .l l

j j kk i k i i L k n
 

     
 

                                 (43) 

 
      2.2. Вторая постановка задачи. Разностная схема задачи (8), (9’), (10) – (14) сводится к 
разностным уравнениям (24) – (25), граничному условию 

                        
( ) ( )
1,0 1 1,1 1 ( )

0 1,0 1
1

θ (τ ) θ (τ )
4 θ (τ )

Δξ

l l
j j l

jN 



   

                                                      ( 1)4 ( 1)4
0 1 1,0 1 1,0 1 0θ (τ ) θ (τ ) 4θ (τ ) , 0 ,l l

e j j jN j L 
  

     
 

  (44) 

и соотношениям (18) – (23). 
      Применяя к решению полученной разностной задачи рассмотренный выше итерацион-
ный процесс, для определения величин ( )

1,θ (τ )l
jk i   приходим к формулам, аналогичным (30) – 

(39), а также соотношениям 

                                          
( 1)

1,1 1 1 2 1( )
1,0 1

0 1

θ (τ ) Δξ (τ )
θ (τ ) ,

1 4 Δξ

l
j jl

j
f

N


 







                                           (45) 

если j – нечетное число, 00 ;j L   

                    
 

 

( 1)
0 1 1,1 1 1,2 1 1 1 2 1( )

1,1 1
1 0 1 1

1 4 Δξ θ (τ ) γ θ (τ ) γ Δξ (τ )
θ (τ ) ,

1 γ 4 Δξ 1 2γ

l
j j jl

j

N f

N


 



    
  

                  (46) 

                          
 

 
( 1)

1,1 1 1,2 1 1 1 2 1( )
1,0 1

1 0 1 1

θ (τ ) γ θ (τ ) 1 2γ Δξ (τ )
θ (τ ) ,

1 γ 4 Δξ 1 2γ

l
j j jl

j
f

N


 



  


  
                          (47) 

если j – четное число, 00 .j L   
      В выражениях (45) – (47) использовано обозначение 

                          ( 1) ( 1)4 ( 1)4
2 1 0 1 1,0 1 1,0 1(τ ) θ (τ ) θ (τ ) 4θ (τ ) .l l l

j e j j jf N  
   

   
 
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  Задавая далее начальные приближения (0) (0)

1,0 1 1,θ (τ ) и θ (τ )
nj jn L   сначала равными μ, а затем 

равными 1, найдем соответственно неубывающие и невозрастающие последовательности  
приближений ( ) ( )

1 1, ,θ (τ ) и  θ (τ ), 0 , 1, 2,..., , 1,2,...,l l
j j kk i k i i L k n l
       сходящиеся к 

единственному решению , 1θ (τ ), 0 , 1, 2,..., ,k i j ki L k n     задачи (8), (9’), (10) – (14). В 

качестве приближенного решения этой задачи примем , 1θ (τ ), 1, 2,..., ,k i j k n   определяемые 

соотношениями (42), (43). 
      3. Численные исследования. Рассматривалась трехслойная плоско-параллельная пла-
стина. Полагали: 0 1 2 3 1 2 3ξ 0, ξ 0.4, ξ 0.8, ξ 1, 8, Δτ 0.001, ε 0.001.L L L          
      Результаты численных исследований представлены в виде соответствующих графических 
зависимостей на рис.2 для первой постановки задачи и на рис.3 для второй постановки. На 
рис.2а и 3а изображены  распределения  температур по толщине пластины в момент  времени 
τ = 0.1, а на рис.2б и 3б представлены зависимости от времени τ температуры пластины на 
поверхности 3.F  
      Графики, изображенные на рис.2а,б, соответствуют следующим значениям исходных 
данных: 
                                    

0
3 1,0 2,0 3,01) 1, θ θ 0.5, θ θ θ 1;F sN        

                                    
0

3 1,0 2,0 3,02) 0.1, θ θ 0.5, θ θ θ 1;F sN        

                                    
0

3 1,0 2,0 3,03) 10, θ θ 0.5, θ θ θ 1;F sN        

                                    
0

3 1,0 2,0 3,04) 1, θ θ 1, θ θ θ 0.5;F sN        

                                    
0

3 1,0 2,0 3,05) 1, θ 1, θ 0.5, θ 0.5, θ 0.75, θ 1.F sN        

      Графические зависимости, изображенные на рис.3а,б, получены для следующих значений 
исходных данных: 
                                    0 3 1,0 2,0 3,01) 1, θ θ 0.5, θ θ θ 1;e sN N        

                                    0 3 1,0 2,0 3,02) 0.1, θ θ 0.5, θ θ θ 1;e sN N        

                                    0 3 1,0 2,0 3,03) 10, θ θ 0.5, θ θ θ 1;e sN N        

                                    0 3 1,0 2,0 3,04) 1, θ θ 1, θ θ θ 0.5;e sN N        

                                    0 3 1,0 2,0 3,05) 1, θ θ 0.5, θ 0.5, θ 0.75, θ 1.e sN N        

 

 
                                                   а                                                            б 

Рис.2. Распределения температур по толщине пластины (первая постановка задачи) 
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                                                  а                                                                  б 

Рис.3. Распределения температур по толщине пластины 
(вторая постановка задачи) 

 
      Из представленных результатов, в частности, следует, что распределения температур с 
течением времени стремятся к стационарным распределениям, причем для первых четырех 
вариантов значений исходных данных стационарное состояние системы является состоянием 
термодинамического равновесия. Видно также, что процесс перехода системы в стационар-
ное состояние протекает быстрее с увеличением чисел 0 3 и  N N , что объясняется возраста-
нием влияния радиационной составляющей на совместный перенос тепла излучением и теп-
лопроводностью. 
      Выводы. Дано численное решение нестационарной задачи о радиационно-кондуктивном 
теплообмене между многослойной плоско-параллельной теплопроводной пластиной и окру-
жающей чисто поглощающей средой. Рассмотрены две постановки задачи, характеризую-
щиеся различными способами задания граничных условий. 
      Представленное решение основано на совместном использовании метода последователь-
ных двусторонних приближений и метода конечных разностей. С помощью полученных рас-
четных формул и выражений выполнены численные исследования нестационарного поля 
температур в трехслойной плоско-параллельной пластине. Результаты исследований пред-
ставлены в виде соответствующих графических зависимостей. 
      Расчетные соотношения и графические зависимости, полученные в работе, могут быть 
использованы при проектировании теплотехнических устройств различного назначения. 
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