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Аннотация

Рассматривается модель срывного флаттера, включающая регулярную и случайную
составляющие. Явление срывного флаттера относится к так называемым "нерешае-
мым"задачам [1]. Такие задачи получили название "нерешаемых", поскольку, как прави-
ло, мы не можем для них записать даже исходные уравнения. Поэтому ни численное, ни
аналитическое решение этих задач невозможно. Приходится строить из физических со-
ображений и экспериментальных данных какие-то математические модели. Общие прин-
ципы построения математических моделей различных систем изложены в книгах [2, 3] В
них перечисляются следующие виды моделей: геометрические, физические, аналоговые
математические и имитационные. При этом утверждается, что “у них общая основа —
изоморфизм”. В книге [4] также рассматриваются некоторые принципы построения ма-
тематических моделей. В ней дается следующее определение модели: “объект a

′ является
моделью объекта a..., относительно некоторой системы S характеристик (свойств), если a

′

строится (или выбирается) для имитации a по этим характеристикам.... Моделирование,
т.е. построение моделей, лежит в основе любой науки.” Очевидно, что это определение
является более общим, чем первое. С ним следует согласиться, если термин “имитация”
понимать в широком смысле. Другая классификация моделей и их роль в познании при-
роды описаны в работе [5] и кратко изложены в книге [29]. Очевидно, что определение
Ю.И. Неймарка основано на том, что при построении модели мы можем опираться на
динамические уравнения, описывающие поведение исследуемого объекта, т.е. на то, что
исследуемый объект является динамической системой1. Многие распределенные системы
(например, целый ряд гидродинамических) и происходящие в них явления практически
нельзя адекватно описать динамическими уравнениями. Особенно это относится к так
называемым плохо обтекаемым гидродинамическим системам. Именно в этом смысле
подобные системы были названы нами нерешаемыми.

1. Плохо обтекаемые тела и срывной флаттер

Явление так называемого срывного флаттера, возникающего в результате взаимодействия
автоколебаний тела с плохо обтекающими его вихрями, является причиной многих техни-
ческих катастроф: сильных колебаний мачт на парусных кораблях, опущенных с кораблей
тросов в океане, проводов в линиях электропередачи [1], а также разрушений мостов, сталь-
ных заводских труб, винтов вертолетов, перископов подводных лодок, лопаток компрессо-
ров, турбин в турбореактивных двигателях и т.п. [8, 10, 11, 15, 22, 23]. Наиболее известной
из катастроф является разрушение Такомского моста, произошедшее в 1940 году. Процесс
этого разрушения детально описан в целом ряде книг, например, в [8, 15]. Эксперименталь-
ные исследования срывного флаттера и снимки ряда вызванных им катастроф например,
кадр из фильма о катастрофе Такомского моста, демонстрирующий его состояние за полчаса
до разрушения (см. рис. 1, заимствованный из [15]), показывают, что преобладающими при
флаттере являются крутильные колебания тела, а изгибная составляющая является малой.
Этим срывной флаттер существенно отличается от значительно более широко известного

1Заметим, что, согласно [2, 3], “динамическая система является основным объектом теории колебаний”, но
в реальности современная теория колебаний (нелинейная динамика) изучает часто не динамические системы,
а стохастические
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изгибно-крутильного флаттера, являвшегося основной причиной катастроф самолетов на за-
ре их появления (см.[18].

Рис. 1: Кадр из фильма о Такомской катастрофе, демонстрирующий состояние моста за пол-
часа до его разрушения

Все описанные явления обусловлены образованием за плохо обтекаемым телом приблизи-
тельно периодической вихревой структуры, получившей название по имени одного из главных
своих исследователей «дорожки Кармана» [19]. Явление возбуждения таких автоколебаний
мы будем называть срывным флаттером2. Заметим, что теоретических работ, связанных с
явлением срывного флаттера, сравнительно мало, а последовательная строгая теория про-
сто отсутствует. По-видимому, это объясняется большой сложностью проблемы и тем, что
при полете самолетов этот вид флаттера встречался и встречается сравнительно редко [11],
и поэтому особой необходимости в строгой теории долгое время не существовало. В послед-
ние годы такая необходимость возникла в связи с тем, что появилось большое количество
вертолетов, аварии которых чаще всего связаны именно с этим явлением.

Почему же возникают автоколебания? Известно, что течение жидкости, хотя и является
при больших скоростях неустойчивым, не может само по себе приводить к автоколебани-
ям, поскольку эта неустойчивость имеет конвективный (сносовый) характер и поэтому любое
возмущение не нарастает, а сносится вниз по потоку [7]. Для возбуждения автоколебаний в
такой среде необходима дополнительная обратная связь. Эксперименты показывают, что при
плохом обтекании некоторого тела, когда происходит срыв вихрей с поверхности этого тела,
образуется возвратное течение. Именно это возвратное течение обеспечивает необходимую
обратную связь, т.е. преобразование конвективной неустойчивости в абсолютную. Поскольку
характеристики этого возвратного течения сильно зависят от формы, размеров и качества
поверхности обтекаемого тела, оно, по существу, является случайным и его теоретическое
описание невозможно в рамках динамических систем. Это значит, что мы не можем записать
даже относительно точных исходных уравнений для задачи о срывном флаттере. Поэтому
во многих работах и даже учебниках задача о срывном флаттере ограничивается расчетом
турбулентных струй и вихревых следов за плохообтекаемыми телами с использованием так
называемого метода дискретных вихрей, разработанного в 80-х гг. прошлого столетия (см.,
например, [24, 25, 26, 27]). Хотя надежное обоснование этого метода отсутствует, в некоторых
случаях, при тщательном подборе параметров, он позволяет получить удовлетворительные
результаты. Однако не ясно, можно ли обосновать этот метод исходя из уравнений гидро-
динамики. Наверно, именно поэтому многие работы, основанные на этом методе, вызывают
целый ряд вопросов.

Трудность строгого математического описания срывного флаттера и связанная с этим

2В некоторых работах, например, [14], это явление называют «ветровым резонансом».
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необходимость сочетания теории с экспериментом понимали его первые исследователи, хо-
тя конкретных причин этого они не указывали. Например, в статье [28] авторы правильно
утверждают, что теория срывного флаттера может быть только полуэмпирической. Но в
качестве причины они указывают возникновение отрицательного трения за счет срыва пото-
ка. Такой вывод авторы делают, проводя аналогию между срывным флаттером и классиче-
ским изгибно-крутильным флаттером. Однако срывной флаттер принципиально отличается
от классического. Это отличие хорошо описано в монографии Бисплингофа [11]. Приведем
отрывок из этой монографии: «Классический тип флаттера связан с потенциальным пото-
ком и обычно, но не обязательно, включает взаимодействие двух или более степеней свободы.
Неклассический тип флаттера, который до сих пор трудно анализировать на чисто теоре-
тической основе, может иметь место при сорванном потоке, периодических срывах потока
с прилеганием его вновь . . .»3. По нашему мнению, основная трудность теории срывного
флаттера лежит в описании струи позади обтекаемого тела, возникающей при срыве вихрей,
поскольку эта струя является случайной. В той или иной мере срывной флаттер описывается
в книгах [8, 9, 11, 10, 16, 17, 20, 15, 22, 14, 23].

Ниже будет описана модель срывного флаттера, уравнения которой, безусловно, далеки
от исходных уравнений, но достаточно хорошо объясняющая влияние процесса срыва вихрей
на возбуждение автоколебаний. Модель основана на широко известных экспериментальных
фактах, показывающих, что процесс срыва вихрей с плохо обтекаемого тела имеет автоколе-
бательный характер [30, 31, 32, 20, 1, 29]. Если принять во внимание, что обтекаемое колеблю-
щееся тело представляет собой случайную колебательную нагрузку с одной или несколькими
степенями свободы, то явление срывного флаттера в среднем должно быть подобно процессу
автоколебаний в системе, содержащей как активные, так и пассивные колебательные элемен-
ты. Классическим примером такой системы является генератор с дополнительным колеба-
тельным контуром, впервые рассмотренный А.А. Андроновым и А.А. Виттом [33] методом
малого параметра Пуанкаре и С.П. Стрелковым [34] качественными методами. Впоследствии
подобный генератор исследовался также К.Ф. Теодорчиком [35]. Он описан также в учебном
пособии [36].

К признакам, указывающим на автоколебательный характер процесса срыва вихрей с
обтекаемого тела в некоторой области параметров, можно отнести следующие:

1. Пульсации скорости и давления в дорожке Кармана имеют относительно узкий спектр
с ярко выраженным максимумом на частоте, соответствующей некоторому числу Стру-
халя St (в широком диапазоне параметров St ≈ 0.2).

2. Процесс срыва вихрей с обтекаемого тела может быть в среднем синхронизован, если
возбудить колебания этого тела на некоторой заданной частоте, приблизительно равной
или кратной частоте срыва вихрей с неподвижного тела [30, 31, 32, 20], причем харак-
тер зависимости средней частоты срыва вихрей с колеблющегося тела от расстройки
между средней частотой колебаний тела и частотой срыва вихрей с неподвижного тела
в среднем совпадает с характером хорошо известной зависимости частоты синхронных
колебаний генератора Ван дер Поля от расстройки между частотой свободных колеба-
ний и частотой внешней силы (см. [38]). Заметим, что в режиме синхронизации частота
срыва вихрей и частота колебаний тела в среднем либо совпадают, либо кратны.

В настоящей работе мы рассмотрим явление срывного флаттера на простейшей модели
колебаний упругого цилиндрического тела длины l, помещенного перпендикулярно потоку и
закрепленного на концах (рис. 2). Как уже отмечалось, за обтекаемым цилиндром образуется
вихревая дорожка Кармана (рис. 3), которая в диапазоне чисел Рейнольдса 40 < Re < 150
является почти регулярной, а при 150 < Re < 300 — турбулентной. При 300 < Re < 2 · 105

дорожка Кармана снова становится близкой к регулярной, но с турбулентными всплесками.
Затем в некоторой области при Re > 5 · 106 снова наблюдается доминирующая частота срыва

3Следует, правда, отметить, что термин «потенциальный поток» здесь является не вполне удачным, потому
что в потенциальном безграничном потоке идеальной жидкости никакого флаттера быть не может из-за
равенства нулю суммы всех аэродинамических сил (парадокс Даламбера (см.[12])).
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Рис. 2: Схематическое изображение изгибных колебаний упругого цилиндра длины l, проис-
ходящих вдоль оси z, при обтекании потоком в направлении оси x

Рис. 3. Схематическое изображение дорожки Кармана при обтекании цилиндра

вихрей. Заметим, что такое чередование областей различного поведения при изменении пара-
метра характерно для хаотических автоколебательных систем [37, 29]. В частности, область
300 < Re < 2 · 105, по-видимому, может рассматриваться как область перемежаемости. Ска-
занное лишний раз свидетельствует, что образование дорожки Кармана представляет собой
автоколебательный процесс. Ниже мы будем рассматривать только область значений числа
Рейнольдса, где процесс срыва вихрей является близким к регулярному, но содержит неболь-
шую случайную составляющую. При этом в некоторой области параметров он может быть
близким к периодическому, когда в среднем имеет место синхронизация, либо к квазипери-
одическому, содержащему в среднем две основных частоты: собственную частоту колебаний
цилиндра ω0 и частоту ωus(Ω), которую мы будем называть частотой срыва вихрей c поверх-
ности цилиндра, колеблющегося в направлении некоторой оси u с частотой Ω. Если частота
ω0 достаточно сильно отличается от частоты срыва вихрей с поверхности неподвижного ци-
линдра, которую мы обозначим ωus(0), то частота срыва близка к

ωus(0)

: вихри как бы не чувствуют, что цилиндр колеблется. При приближении частоты ω0 к ωus(0)
частота срыва начинает изменяться до значения ω0: наступает синхронизация.

1.1. Явление синхронизации

Одни из первых экспериментов по синхронизации частоты срыва вихрей за счет колебаний
цилиндра были выполнены в России Л.П.Смирновым и М.А.Павлихиной [30] и, несколько
позднее, на Западе Бишопом и Хассаном [31]. Кроме области синхронизации на основной
частоте, последние обнаружили синхронизацию на второй и третьей субгармониках частоты
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колебаний цилиндра (о синхронизации генератора Ван дер Поля на субгармониках внешней
силы (см. [38]).

Несколько позднее синхронизация срыва вихрей за счет колебаний цилиндра, но только
на основной частоте, наблюдалась Л.Х.Блюминой и К.К.Федяевским [32, 20]. Зависимость
∆St = (f −f0)D/U0 от ∆St0 = (fstall(0)−f0)D/U0, где D — диаметр цилиндра, U0 — скорость
набегающего потока, построенная на основе экспериментальных данных, приведенных в ра-
боте [20], представлена на рис. 4. Если проводить кривую не между точками, а по точкам, то

Рис. 4: Зависимость ∆St от ∆St0. Штрих-пунктиром показана асимптота ∆St = ∆St0, а

штриховой линией — зависимость ∆StvdP =
√

∆St
2

0 − ∆St
2

0sinchr

полученная зависимость будет близкой к соответствующей зависимости для зашумленного
генератора Ван дер Поля [21].

Для сравнения на том же рисунке штриховой линией приведена зависимость, вычисленная

по формуле Ван-дер-Поля ∆StVdP =
√

∆St
2

0 − ∆St
2

0sinchr, где ∆St0sinchr — полуширина области

синхронизации. Эта зависимость должна иметь место в случае синхронизации незашумлен-
ного генератора малой периодической внешней силой, т.е. при малой амплитуде колебаний
цилиндра. Однако, судя по тому, что найденная область синхронизации оказалась достаточно
широкой, амплитуда колебаний цилиндра была значительной, что и привело к более крутой
средней зависимости ∆St от ∆St0.

При срывном обтекании цилиндра в направлении оси x со средней скоростью V , одина-
ковой для всех сечений цилиндра, на это сечение в среднем действуют периодические (или
близкие к периодическим) подъемная сила Fz(t), направленная вдоль оси z, и сила лобового
сопротивления Fx(t), направленная вдоль оси x навстречу потоку и представляющая собой
сумму двух составляющих: не зависящей от времени (или медленно меняющейся со време-
нем) и периодической (или близкой к периодической) с периодом, вдвое меньшим, чем период
подъемной силы.

В случае неподвижного цилиндра в широком диапазоне чисел Рейнольдса частота подъ-
емной силы близка к частоте срыва вихрей с поверхности цилиндра ωstall0, а частота силы
лобового сопротивления близка к 2ωstall0 [31]. Разница средних периодов подъемной силы и
силы лобового сопротивления возникает из-за того, что частота подъемной силы определяет-
ся расстоянием между вихрями только вдоль одной из сторон дорожки Кармана (2λ), тогда
как частота силы лобового сопротивления определяется расстоянием между вихрями вдоль
обеих сторон дорожки Кармана (λ) (см. рис. 3).

Частота ωstall(0) связана с числом Струхаля St и скоростью обтекания V выражением

ωstall0 =
2πSt

D
V, (1)

где D — диаметр цилиндра. Эксперименты показывают, что с ростом числа Рейнольдса при
40 < Re < 150 число Струхаля растет, затем становится приблизительно постоянным и рав-
ным 0.2, а далее снова начинает расти. В области 2 · 105 < Re < 5 · 106 вихревая дорожка
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Рис. 5: Зависимость числа Струхаля от числа Рейнольдса при поперечном обтекании непо-
движного цилиндра с круглым сечением

является сильно турбулентной, так что число Струхаля определить невозможно. Далее, при
Re > 5 · 106, число Струхаля St ≈ 0.3. Все сказанное отражено на рис. 5, заимствованном из
[22]).

Уравнения, позволяющие строго описать подъемную силу и силу лобового сопротивления
в случае срывного обтекания, насколько нам известно, в литературе отсутствуют. В основном
приводятся только выражения для их амплитуд и частоты [31, 15, 22].

Амплитуды средних сил Fz(t) и Fx(t) во всех известных книгах по аэроупругости (см.,
например, [22]) находятся из соображений размерности. Соответствующие формулы можно
записать в виде

Az = ck(Re)Syz

ρV 2

2
, Ax = cr(Re)Syz

ρV 2

2
, (2)

где ck(Re) и cr(Re) — коэффициенты, зависящие от степени обтекаемости тела (чем хуже
обтекаемость, тем больше значения ck и cr), и от числа Рейнольдса, Syz — площадь проекции
тела на плоскость yz, перпендикулярную направлению потока. Заметим, что коэффициент
cr(Re) всегда много меньше, чем ck(Re), т.е. амплитуда силы лобового сопротивления всегда
много меньше амплитуды подъемной силы.

Для колеблющегося цилиндра к силам Fz(t) и Fx(t) следует добавить силы, связанные
с нестационарностью обтекания. Эти силы определяют присоединенную массу цилиндра и
дополнительный коэффициент затухания. Поэтому их учет, по-видимому, не имеет принци-
пиального значения. Кроме того, в случае колеблющегося цилиндра коэффициенты ck(Re) и
cr(Re) зависят от амплитуды колебаний.

Рассматривая колеблющийся цилиндр как струну и принимая во внимание силы вязкого
трения, запишем уравнения его колебаний вдоль осей x и z в виде

ρs

∂2Ux(y, t)

∂t2
+ 2α

∂Ux(y, t)

∂t
− 2T

∂2Ux(y, t)

∂y2
= Fx(y, t),

(3)

ρs

∂2Uz(y, t)

∂t2
+ 2α

∂Uz(y, t)

∂t
− T

∂2Uz(y, t)

∂y2
= Fz(y, t),

где Ux(y, t) и Uz(y, t) — смещения цилиндра вдоль осей x и z,соответственно, ρs — линейная
плотность струны, T — натяжение струны, α — коэффициент вязкого трения. Если цилиндр
закреплен на концах, то граничные условия имеют вид:

Ux(0, t) = 0, Ux(l, t) = 0, Uz(0, t) = 0, Uz(l, t) = 0. (4)

Принимая во внимание, что силы Fx(y, t) и Fz(y, t) отличны от нуля только при 0 ≤ y ≤ l
и частота силы лобового сопротивления вдвое больше частоты подъемной силы, представим
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Fx(y, t) и Fz(y, t) в виде

Fx(y, t) = Ax

∞
∑

j=1

cos(2ωjt) sin

(

2(2j − 1)π

l
y

)

,

(5)

Fz(y, t) = Az

∞
∑

j=1

cos(ωjt) sin

(

(2j − 1)π

l
y

)

, (j = 1, 2, . . .),

где

ωj =

√

T (2j − 1)π

ρsl
(6)

— j-я собственная частота колебаний цилиндра.
Если частота срыва вихрей с колеблющегося цилиндра близка к n-й собственной частоте

колебаний цилиндра, то в разложениях (5) можно оставить только по одному члену с j = n.
Cохраняя в разложениях (5) только по одному члену c j = n и подставляя (5) в (3), для

функций Ux(y, t) и Uz(y, t) получаем следующие уравнения:

d2Ux

dt2
+ 2δ

dUx

dt
− 4ω2

nUx =
Ax

ρs

cos(2ωnt) sin

(

2(2n − 1)π

l
y

)

,

(7)

d2Uz

dt2
+ 2δ

dUz

dt
− ω2

nUz =
Az

ρs

cos(ωnt) sin

(

(2n − 1)π

l
y

)

,

где δ = α/ρs ≪ ωn.
Из-за того, что частоты колебаний в направлениях x и z различны, суммарные колебания

могут иметь довольно сложный характер. Более того, в диапазонах чисел Рейнольдса, где
процесс срыва вихрей является случайным, они также будут случайными, что часто наблю-
дается в реальности.

Как уже указывалось, процесс срыва вихрей по многим признакам имеет автоколебатель-
ный характер, обусловленный образованием за обтекаемым телом обратной струи.

Рассмотрим вначале случай, когда частота срыва вихрей близка к собственной частоте
колебаний цилиндра, так что возможна синхронизация. Поскольку какие-либо уравнения,
позволяющие строго вывести выражения для сил Fz(y, t) и Fx(y, t) в литературе отсутству-
ют, для их вычисления мы будем пользоваться модельными уравнениями автоколебаний.
Используя уравнение Ван дер Поля [38] со случайным источником и принимая во внима-
ние экспериментальный факт, что колебания цилиндра могут синхронизовать срыв вихрей,
запишем следующие уравнения для fz(t) и fx(t):

d2fz

dt2
− µ

(

1 − 4f2

z

)dfz

dt
+ ω2

stallfz = m1Uz + ξ1(t)

(8)

d2fx

dt2
− µ

(

1 − 4f2

x

)dfx

dt
+ 4ω2

stallfx = m2Ux + ξ2(t), ,

где ξ1,2(t) — белые шумы интенсивности K1,2, µ — малый параметр, m1,2 — некоторые ко-
эффициенты. Отметим, что члены m1Uz и m2Ux отвечают за синхронизацию частоты срыва
вихрей колебаниями цилиндра.

При малом µ из уравнений (8) следует, что в случае неподвижного цилиндра, когда Ux =
Uz = 0, мы имеем

Fz = Azfz ≈ Az cos(ωstallt), Fx = Axfx ≈ Ax cos(2ωstallt + ϕ), (9)

где ϕ — некоторый сдвиг фаз. Заметим, что формулы (9) находятся в полном соответствии с
выражениями для подъемной силы и силы лобового сопротивления, приведенными в работах
[31].
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Система уравнений (7), (8) описывает две независимых автоколебательных системы, каж-
дая из которых обладает двумя степенями свободы. На языке радиофизики каждая автоко-
лебательная система представляет собой генератор с дополнительным колебательным конту-
ром, связанным с основным контуром через емкость.

Для определенности рассмотрим систему, описываемую первыми из уравнений (7) и (8).
Эта система уравнений имеет вид:

d2Uz

dt2
+ 2δ

dUz

dt
+ ω2

nUz =
fz(t)

ρs

,

(10)

d2fz

dt2
− µ

(

1 − 4f2

z

)dfkz

dt
+ ω2

stallfz − m1Uz = ξ1(t).

Система уравнений (10) описывает взаимодействие между автоколебательной системой, опре-
деляемой функцией fz(t), и пассивной колебательной системой, определяемой функцией
Uz(t). Если собственные частоты этих систем ωn и ωstall сильно отличаются друг от дру-
га, то системы будут очень слабо взаимодействовать, т.е. будут практически независимыми.
Но если частоты достаточно близки, то может возникнуть синхронизация.

Для приближенного решения этой системы в режиме синхронизации или близком к нему
используем метод усреднения, разработанный Н.Н. Боголюбовым [39] и развитый Ю.А. Мит-
ропольским [40]. Мы используем этот метод в форме, изложенной в [38]. Для этого перепишем
уравнения (10), введя условный малый параметр ǫ и безразмерное время τ = ωnt:

Üz + ω2Uz − ǫ

[

(ω2
− 1)Uz − 2δ̃U̇z +

fz(t)

ρsω2
n

]

= 0,

(11)

f̈z + ω2fz − ǫ
[

(ω2
− ξ2)fz + m̃1Uz + µ̃

(

1 − 4f2

z

)

ḟz

]

= ξ̃1(τ).

Здесь µ̃ = µ/ωn, δ̃ = δ/ωn, m̃1 = m1/ω2
n, ξ = ωstall/ωn — расстройка между частотой срыва

вихрей и собственной частотой колебаний цилиндра, ω — неизвестная относительная частота
автоколебаний в синхронном режиме, ξ̃1(τ) = ξ1(t)/ω2

n, точки означают дифференцирование
по безразмерному времени τ .

Перейдем в уравнениях (11) к новым переменным A1,2(τ) и ϕ1,2(τ), определяемым урав-
нениями

fz(τ) = A1(τ) cos
(

ωτ + ϕ1(τ)
)

, ḟz(τ) = −A1(τ)ω sin
(

ωτ + ϕ1(τ)
)

,

(12)

Uz(τ) = A2(τ) cos
(

ωτ + ϕ2(τ)
)

, U̇z(τ) = −A2(τ)ω sin
(

ωτ + ϕ2(τ)
)

.

С учетом (12) уравнения (11) принимают вид

Ȧ1 cos Φ1 − A1ϕ̇1 sin Φ1 = 0, −

(

Ȧ1 sin Φ1 + A1ϕ̇1 cos Φ1

)

=

=
ǫ

ω

[

(ω2
− ξ2)A1 cos Φ1 − µ̃ω

(

1 − 4A2

1 cos2 Φ1

)

A1 sinΦ1 + m̃1A2 cos Φ2

]

−
ξ̃1(τ)

ω
,

(13)

Ȧ2 cos Φ2 − A2ϕ̇2 sin Φ2 = 0, −

(

Ȧ2 sin Φ2 + A2ϕ̇2 cos Φ2

)

=

=
ǫ

ω

[

(ω2
− 1)A2 cos Φ2 + 2δ̃ωA2 sinΦ2 + m̃2A1 cos Φ1

]

,

где Φ1 = τ + ϕ1, Φ2 = τ + ϕ2, m̃2 = 1/(ρsω2
n).
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Согласно методу усреднения, в первом приближении нужно разрешить уравнения (13)
относительно Ȧ1, Ȧ2, ϕ̇1, ϕ̇2 и усреднить полученные уравнения по быстрому времени τ . В
результате получаем

Ȧ1 =
ǫ

2ω

(

µ̃ω(1 − A2

1)A1 − m̃1A2 sinϕ
)

,

Ȧ2 = −
ǫ

2ω

(

2δ̃ωA2 − m̃2A1 sin ϕ
)

,

(14)

ϕ̇1 = −
ǫ

2ωA1

[

(ω2
− ξ2)A1 + m̃1A2 cos ϕ

]

,

ϕ̇2 = −
ǫ

2ωA2

[

(ω2
− 1)A2 + m̃2A1 cos ϕ

]

,

где ϕ = ϕ1−ϕ2 — разность фаз между колебаниями подъемной силы и колебаниями цилиндра.
В синхронном режиме все производные в уравнениях (14) можно положить равными нулю.

Тогда получим следующую систему уравнений для определения амплитуд A1, A2 ϕ и частоты
синхронных автоколебаний ω:

µ̃ω(1 − A2

1) − m̃1

A2

A1

sinϕ = 0, 2δ̃ω
A2

A1

− m̃2 sin ϕ = 0,

(15)

ω2
− ξ2 + m̃1

A2

A1

cos ϕ = 0, (ω2
− 1)

A2

A1

+ m̃2 cos ϕ = 0.

Исключая из уравнений (15) отношение амплитуд A2/A1, получаем:

ω2
− ξ2 +

m̃1m̃2

4δ̃ω
sin 2ϕ = 0, (ω2

− 1) tg ϕ + 2δ̃ω = 0. (16)

Уравнения (16) удобно решать, записав их в виде

(ω2
− ξ2)

(

(1 − ω2)2 + 4δ̃2ω2

)

+ m̃1m̃2(1 − ω2) = 0, tg ϕ =
2δ̃ω

1 − ω2
. (17)

Примеры зависимостей ω и ϕ от ξ для δ/ωn = 0.1, m1m2/ω4
n = 0.05 и m1m2/ω4

n = 0.15
приведены на рис. 6 a и b, соответственно. Из рисунка 6 a видно, что при ξ ≤ ξcr, т.е. при
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Рис. 6: Зависимости относительной частоты автоколебаний в синхронном режиме (a) и раз-
ностей фаз между колебаниями подъемной силы и колебаниями цилиндра (b) от расстройки
между частотами срыва вихрей с неподвижного цилиндра и собственных колебаний цилиндра
для δ̃ = 0.1, m̃1m̃2 = 0.05 (кривые 1), m̃1m̃2 = 0.15 (кривые 2)

относительно малых значениях частоты срыва вихрей с неподвижного цилиндра, одночастот-
ные автоколебания невозможны. Значение ξcr может быть найдено аналитически, исходя из
первого уравнения (17). Оно равно ξcr =

√

m1m2/ω4
n. При ξ ≤ ξcr автоколебания представля-

ют собой биения. Вблизи границы области синхронизации частоту биений можно вычислить
подобно тому, как это делается для генератора Ван дер Поля (см., например, [38].
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При увеличении расстройки частота автоколебаний приближается к частоте колебаний
генератора в отсутствие дополнительного контура, но не монотонно. В окрестности ξ = 1
происходит затягивание частоты, при котором частота автоколебаний зависит от начального
значения частоты и от направления ее изменения. В этой области результаты качественно
совпадают с изложенными в [35].

Вычислим теперь зависимости амплитуд автоколебаний от расстройки, используя урав-
нения (14) и (15). Из этих уравнений следует, что

A1 =

√

1 −
m̃1m̃2

2µ̃δ̃ω̃2
sin2 ϕ, A2 =

m̃2

2δ̃ω̃
A1 sinϕ. (18)

Подставляя сюда значения ω̃(ξ) и ϕ(ξ), следующие из уравнений (15), находим зависимости
A1 и A2 от ξ.

Зависимости амплитуд колебаний в основном контуре (A1) и дополнительном (A2), опре-
деляемые уравнениями (18), показаны на рис. 7 a и b.
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Рис. 7: Зависимости амплитуд автоколебаний подъемной силы (A1) и цилиндра (A2) от рас-
стройки между частотами срыва вихрей с неподвижного цилиндра и собственных колебаний
цилиндра для δ̃ = 0.1, m̃1m̃2 = 0.05 (a), m̃1m̃2 = 0.15 (b)

В области резонанса обе амплитуды имеют минимум, но по обе стороны минимума они
изменяются по-разному: в основном контуре обе амплитуды монотонно нарастают, тогда как
изменения амплитуд колебаний в дополнительном контуре имеют максимумы вблизи ξ = 0.

Приведенные на рис. 6 и 7 зависимости построены без учета устойчивости найденных ре-
шений. Уравнения (6), (7) позволяют провести исследование устойчивости. Это исследование
показывает, что за счет неустойчивости некоторые участки зависимостей, представленных на
этих рисунках, выпадают.

В заключение данного раздела заметим, что найденный здесь эффект невозможности
одночастотного режима автоколебаний не имеет места в случае индуктивно связанных кон-
туров. По-видимому, именно этим можно объяснить тот факт, что этот эффект не нашел
отражения в литературе. Следует отметить, что в работе К.Ф. Теодорчика этот эффект так-
же не был замечен.

Заключение

На рассмотренных двух примерах мы продемонстрировали, что использование моделей,
описываемых уравнениями, не изоморфными уравнениям моделируемой системы в ряде слу-
чаев приводит к возможности описать поведение исследуемой системы, по крайней мере,
качественно. При этом следует подчеркнуть, что численное решение найденных уравнений
значительно проще, чем полученных другими (возможно, более строгими) методами.
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