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Аннотация. В гидродинамике описано несколько сил, вызывающих поперечную ми-
грацию частиц, двигающихся в ламинарном потоке. В этой работе рассмотрены переноси-
мые потоком частицы, скорость которых совпадает со скоростью потока. На основе опи-
сания полной энергии системы "движущаяся среда – частица" получено выражение для 
обобщенной силы, являющейся аналогом выталкивающей силы (силы Архимеда) и некоторые 
закономерности, связанные с действием этой силы.  

ВВЕДЕНИЕ 

Экспериментальные наблюдения поведения потоков двухфазных систем разного типа 
показали, что частицы в них могут смещаться перпендикулярно оси потока в различных на-
правлениях. Уже в первых экспериментах установлено, что в вертикальном нисходящем или 
горизонтальном потоке частицы, имеющие плотность р, более высокую чем плотность сре-
ды f, смещаются к стенке, а в случае f > р частицы смещаются к оси потока. Концентрация 
дисперсной фазы может быть неоднородной и несимметричной, жидкие частицы могут обра-
зовывать пленки на стенках, пузырьки всплывают преимущественно по центральной области 
вертикальных потоков, крупные частицы могут двигаться сталкиваясь со стенками, ограни-
чивающими поток. Частицы с нулевой плавучестью либо концентрируясь на удалении и от 
стенок, и от оси потока, либо осциллируют внутри потока. Экспериментально показано, что 
на движение частиц оказывает влияние множество переменных, в частности, геометрия, ско-
рость, плотность частиц и среды. [1, 2, rл. 2]. 

Многочисленные обзорные работы, экспериментальные и численные исследования по-
следних лет свидетельствуют, что проблема теоретического описания миграции частиц в по-
токах самого разного типа остаётся актуальной и в настоящее время [3, 4, 5, 6]. Классическое 
описание основано на аппарате гидродинамики [1, 7, 8], существуют работы, в которых при-
влекаются методы и понятия статистической физики и термодинамики [9, 3, 10, 11].  

Воспользуемся термодинамическим подходом. Прежде всего, заметим, что система 
"движущаяся среда – частица" не является изолированной. Обмен энергией между этой сис-
темой и окружающим пространством – "термостатом" может происходить на стенках и вдоль 
потока, распространяясь в виде гидродинамических волновых и тепловых возмущений, из-
лучаемых или поглощаемых системой, сопровождаясь изменением эпюры скоростей v(x) 
и/или давления, рождением вихревых движений среды в окрестности частицы, перемеще-
ниями и поворотами самой частицы. 

Для открытой системы к перечисленным эффектам следует добавить изменение кон-
центрации частиц по длине потока. Остановимся на случае, когда полная энергия системы не 
сохраняется, а количество, состав и распределение вещества не меняются во времени. Эту 
систему можно считать закрытой (либо "квазизакрытой" – когда существует непрерывный 
обмен веществом с окружающей средой не нарушающий состав и состояние системы). 
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Энергия закрытой системы может изменяться самопроизвольно или вынужденно при 
взаимодействии внешней средой. Самопроизвольно протекающие процессы внутри закры-
тых и открытых систем понижают её полную энергию и сопровождаются диссипацией 
энергии. Полная энергия системы "движущаяся среда – частица" зависит от 
положения частицы. Производная полной энергии по координатам частицы, может интер-
претироваться как обобщенная сила, которая определяет направление самопроизвольного 
смещения частицы.  

ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ 

Выберем систему координат, связанную с неподвижной стенкой. Ось у координат соот-
ветствует направлению потока, ось х нормальна стенкам. Рассмотрим движение частицы ку-
бической формы со стороной L в неоднородном ламинарном плоском горизонтальном пото-
ке постоянного сечения (рис. 1). Воспользуемся простейшей постановкой задачи, рассматри-
вая состояния системы, при которых скорость движения центра масс частицы и среды совпа-
дают. Распределение скоростей в потоке v(x) опишем простыми модельными функциями, со-
ответствующими течению Куэтта v(x) = ax (рис. 1 слева) и Пуазейля    2v x a xH x    (рис. 
1 справа), где H – ширина русла, x – координата нормальная направлению потока.  

Пусть скорость движения центра массы частицы равна скорости потока на уровне h, со-
ответствующей положению центра массы (рис. 1). Частица имеет форму куба со стороной L. 
Пусть за время прохождения сквозь систему частица не смещается поперёк потока и не вра-
щается под действием обтекающих её сверху и снизу потоков, а также потоков, порождае-
мых ею спереди и сзади. Как только частица выносится потоком за пределы рассматривае-
мой системы, в систему синхронно вносится тождественная по физическим свойствам и по-
ложению h в потоке частица. Система является стационарной, так как её полная и внутрен-
няя энергия, импульс, количество вещества, состав, масса, объемы жидкой и твёрдой фаз, не 
зависят от времени. Во времени периодически изменяется только координата частицы y. 
Аналогичный приём использован ранее Зельдовичем [9]. Вертикальных перемещений части-
цы в системе не происходит, но можно описать ансамбль состояний системы с разным зна-
чением h, причём система имеет ничем не ограниченную возможность перехода из одного 
состояния в другое. 

h

x

y

H

h

x

y

H

         

Разность скорости
потока и частицы

h

y

x

H

Разность скорости
потока и частицы

h

y

x

H

  
Рис. 1. Кубическая частица, двигающаяся вместе с потоком. Заштрихованные области 

соответствуют эпюрам скоростей для течений Куэтта (слева) и Пуазейля (справа). Стрелки 
показывают направление потоков среды около частицы. 
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Полная энергия системы, движущейся как целое со скоростью V, имеет вид 

 
2

2
MVE U  ,  (1) 

где масса системы iM m , mi – масса составляющих систему частиц. Внутренняя энер-
гия U по определению включает в себя кинетическую энергию относительного движения 
частиц и потенциальную энергию их взаимодействия и равна энергии покоящейся как целое 
механической системы (в системе отсчёта, связанной с центром инерции системы V = 0 и 
полный импульс равен нулю 0i iM m  P V v ) [12].  

В рассмотренном случае потенциальная энергия взаимодействия компонентов не учи-
тывается и принята равной нулю, поэтому внутренняя энергия системы включает только ки-
нетическую энергию движения среды и частицы относительно движущегося со скоростью V 
центра инерции системы. В первом приближении, пренебрегая локальными потоками среды 
в окрестности частицы, связанными с тем, что один край частицы двигается быстрее потока, 
а другой медленнее, представим полную энергию системы как 

         
2

2 2 2
0 0

0 2

LhH

Lh

W h A v x dx B v h v x dx  




    , (2) 

Первый интеграл соответствует энергии невозмущенного потока (без частицы). Второй 
представляет вклад частицы, находящейся в положении h, он определяется размерами, плот-
ностью и положением частицы. Внутренняя энергия системы с кубической частицей, соглас-
но (1), имеет вид  

      2

2
MV hU h W h  , (3) 

где      
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   – скорость  центра инерции 

системы как функция положения частицы h, 0 0
0

1M AH BL  


    
 

 – масса системы, 

о,  – плотность среды и частицы соответственно, A, B  - параметры, определяющие геомет-
рию системы и частицы (для "правильно" ориентированной кубической частицы (рис. 1) 
можно выразить их как В = p/L=L2 и А = 0/H, через объем частицы p = L3 и объём систе-
мы 0), H – ширина русла. Выражения (2) и (3) описывают полную энергию в приближении 
несжимаемых частиц и среды.  

Очевидно, что полная энергия системы зависит от положения частицы r во всех случа-
ях, когда второе слагаемое в (2) отлично от нуля. При смещении частицы поперёк потока од-
новременно меняются и внутренняя, и кинетическая энергия системы.  

Скорость движения центра инерции системы V(h), полный импульс и момент импульса 
системы тоже зависят от положения частицы и её плотности. Системы координат, привязан-
ные к частице или центру инерции системы, движущемуся со скоростью V(h) в рассматри-
ваемой задаче являются неинерциальными. Это существенно осложняет описание миграции 
частицы поперёк потока при некоторых удобствах выбора таких систем отсчета. 

Направление самопроизвольного изменения системы определяется обобщенной силой 

   dF h W h
dh

  , зависящей от положения частицы. Эта сила действует и на частицу, и 
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на среду, вызывая их перемещение в направлении понижения полной энергии системы. При 
условии неразрывности среды среда и частица перемещаются в противоположных направле-
ниях. 

                                                    РЕЗУЛЬТАТЫ 

Рассмотрим наиболее часто используемые профили течения. 
Плоское сдвиговое течение с линейной зависимостью скорости потока по оси х (тече-

ние Куэтта, рис. 1 слева) 
  v x ax , (4) 

где 
dva
dx

  – градиент скорости, интегрируя выражение (2) получим  

  
2 22

0 2 0 0

0 0

1 1
2 6 2

p pa a LW h h
H H

  


                      
. (5) 

В тривиальном случае, когда плотности тела и среды одинаковы 0   (нулевая пла-
вучесть), положение частицы в потоке (4) не влияет на энергию системы. Если плотность 
частицы больше плотности среды 0  , полная энергия системы убывает с уменьшением 
h. Энергия системы тем меньше, чем медленнее двигается "тяжелая" частица. Для "легких" 
частиц, плотность которых меньше плотности среды 0   энергия системы понижается с 
ростом h, т.е. с удалением частицы от неподвижной стенки. Система понижает энергию, 
смещая лёгкую частицу в область больших скоростей. 

Второе слагаемое зависит от градиента скорости a, размеров рассматриваемой системы 
Н, 0 и размеров частицы L, p. Частицы малого размера L << H и p << 0 на эту величину 
практически не влияют, крупные частицы понижают энергию системы.  

Считая h обобщенной координатой, можно определить обобщенную силу  

    dW hF h
dh

  . (6) 

Для рассмотренного выше случая сдвигового течения (5) выталкивающая сила линейно 
зависит от расстояния до неподвижной стенки h 

   2
0

0

1pF h a h


    
 

. (7) 

Величина и направление силы определяются положением частицы, а также соотноше-
нием плотностей частицы и среды. При нулевой плавучести, когда плотности равны, сила 
отсутствует. Эту силу можно интерпретировать как выталкивающую силу – это практически 
полный аналог силы Архимеда, которую тоже можно получить, дифференцируя по высоте 
полную энергию системы "тело + жидкость", находящейся в однородном гравитационном 
поле. Сила (7) относится к числу обобщенных или "термодинамических сил", действующих 
на систему в целом (как например, в процессах диффузии, теплопереноса, химических ре-
акциях), а не только на частицу. Так как в рассматриваемом случае обобщенной координатой 
является координата центра тяжести частицы h, формально можно силу привязать к частице. 
Однако, представим случай, когда частица может двигаться только прямолинейно (по на-
правляющей), но поток имеет эластичные стенки, та же сила будет "действовать" уже на сре-
ду, пытаясь деформировать стенки русла около движущейся частицы (например снарядное 
течение [1]).  
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Сопоставим силу (7) с другими известными в гидродинамике силами [7, §3], действую-
щими на тело в потоке. Выражения (2) и (7) не зависят от предыстории, поэтому не связаны с 
силой Бассэ-Бусинеска, возникающей при ускоренном движении частицы. Так как по 
условию частица не вращается, силы Магнуса и Саффмена, зависящие от угловой скорости, 
в рассматриваемой модели тоже отсутствуют. Сила (7) никаким образом не зависит от вязко-
сти среды и не относится к силам трения (Стокса). Не соответствует она и силе, действую-
щей в сдвиговом потоке вязкой среды на не вращающиеся частицы, также описанной Саф-
фменом, так как последняя пропорциональна разности скорости частицы и потока [13]. 

Качественную оценку величины выталкивающей силы даёт сопоставление её с силой 

тяжести, действующей на ту же частицу 
  2

0

p

F h a h
m g g

 



 . При 0 1 



  и h = 0.5H, 

0.5  H  20 см силы сопоставимы при скорости подвижной стенки в течении Куэтта состав-
ляющей от 15 см/сек до 1 м/сек. Если подвижной сделать нижнюю стенку, то тяжелые час-
тицы в таком потоке не упадут вниз и могут быть прижаты к верхней неподвижной стенке 
[14]. 

 
 
Для течения с параболическим распределением скорости    2v x b xH x  ,  0  x  H  

(рис. 1б) на основе (2), опуская громоздкую аналитическую запись полной энергии системы, 
для зависимости силы от положения частицы получаем выражение  
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Выражение можно сократить, используя относительные величины для координаты 
hq
H

 , 

0  q  1 и характеристик размера частиц 
L
H

   

    
2

3 2

0

11 2 3
2 2

F q A q q q q 


                
, (8) 

здесь 6 3 2
0A H b  . Полином 2q3 – 3q2 + q = 0 имеет корни, равные 1, ½, 0 и экстремумы в 

точках q= ½  3 / 6  (0.211, 0.789). В центре и у стенок потока (при q = 0, 0.5, 1) сила равна 
нулю. В центре потока (при q = 0.5) сила меняет знак, что соответствует положению равно-
весия, которое в зависимости от размеров и плотности частицы может оказаться устойчивым 
и неустойчивым. Выталкивающая сила (8) как и (7) зависит от соотношения плотностей 

0

1 


 , а для очень мелких частиц (  0) становится пропорциональна этой величине.  

Для частиц с нулевой плавучестью, когда плотности среды и частицы равны  = 0, (8) 
принимает простой вид 

   1
2 2

F q A q    
 

. (9) 

В этом случае сила всюду направлена от центра потока к стенкам (рис 2а) и линейно возрас-
тает при удалении от центра. В пределе, когда размер частицы L совпадает с размером час-
тиц среды, (9) обращается в нуль, так как второй интеграл в выражении (2) в случае  = 0 
пропадает. В общем случае сила (8) не равна нулю в окрестности неподвижных стенок (q = 0 
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и q = 1) для частиц любой плотности она сводится к выражению (9), "прижимая" частицы к 
неподвижной стенке. Заметим, что в потоке Куэтта для частиц с нулевой плавучестью эта 
сила отсутствует (7). 

Для очень плотных частиц  > 0 сила тоже всюду направлена к ближайшей стенке 
(рис. 2б), но максимальное по величине значение она имеет на некотором удалении от стен-
ки.  

Для лёгких частиц  < 0 сила всюду направлена к центру (рис. 2в) и максимальное по 
величине значение она также имеет на некотором удалении от стенки 

Для частиц, плотность которых чуть меньше плотности среды, в центральной части по-
тока сила направлена к центру, а на периферии – к стенкам (рис. 2г). Положения около q  ½ 
 3 / 6  (0.2 и 0.8), в которых выталкивающая сила меняет направление, зависят от размера и 
плотности частицы, соответствуют максимумам энергии, поэтому являются неустойчивым 
равновесием.  

(а) (б) (в) (г) (а) (б) (в) (г) 

 
Рис. 2. Направление выталкивающей силы в горизонтальном пуазейлевском течении с частица-

ми, имеющими (а) нулевую плавучесть, (б) высокую плотность, (в) малую плотность, (г) минималь-
ную плавучесть 

Случай частиц нулевой или очень малой плавучести особенно интересен, так как со-
гласно экспериментальным наблюдениям подобные частицы стремятся сконцентрироваться 
в положении q  0.10.2 или q  0.80.9 [1]. Это противоречит полученным выше результа-
там, согласно которым это равновесие неустойчивое (рис. 2г). Противоречие мог бы снять 
отказ от приближения несжимаемых частиц и среды. Для сжимаемых компонентов следует 
заменить внутреннюю энергию энтальпией, учитывающей работу сжатия компонентов сис-
темы, которая зависит от гидростатического давления, зависящего от q. Гидростатическое 
давление, сжимающее частицы и среду, возрастает от центра к стенкам пуазейлевого потока 
[10]. Экспериментальные результаты могут воспроизводиться в случае, если частицы в цен-
тральной части потока имеют нулевую плавучесть – выталкивающая сила направлена от 
центра (рис. 2а), а на периферии потока их плотность меньше чем у среды, здесь выталки-
вающая сила направлена к центру (рис. 2в).  

Отказываясь от приближения несжимаемых компонентов, можно предположить суще-
ствование дополнительных эффектов. Так как сжимаемость твёрдого тела обычно меньше, 
чем у жидкой среды, то описанная выше ситуация должна быть характерна для большинства 
суспензий. В эмульсиях, у которых сжимаемость дисперсной фазы (капель) может быть вы-
ше сжимаемости дисперсионной среды, должны наблюдаться иные закономерности. Напри-
мер, для капель, в центре пуазейлевого потока имеющих нулевую плавучесть, реализуются 
ситуации, показанные на рис. 2а и 2б. В этом случае могут возникать плёночные (кольцевые) 
течения. Если капли имеют нулевую плавучесть у стенок, то реализуется ситуация подобная 
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приведённой на рис. 2в. Наконец, возможна промежуточная ситуация, когда нулевую плаву-
честь капли имеют в положениях удалённых от центра и стенок потока рис. 2г. Подобные за-
кономерности тоже наблюдаются в экспериментах с двухфазными системами 
разного типа [15, 16]. 

Модель, в которой частица прямолинейно и равномерно двигается вместе с потоком 
среды является сильной идеализацией. Однако, она позволяет обратить в нуль практически 
все описанные в гидродинамике силы, вызывающие миграцию частицы поперёк ламинарно-
го потока. Это позволяет выделить и описать в чистом виде аналог выталкивающей силы 
Архимеда для многофазных гидродинамических потоков. Из термодинамического описания 
следует, что эта сила как одна из составляющих существует в общем случае при любых пе-
ремещениях частиц в ламинарном потоке. 

  

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных 
исследований (проект 11-03-12184-офи-м) 
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